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PRATARMĖ 


Šis vadovėlis skiriamas techniškųjų universitetų studentams. Jame išdės- 
tytas semestrinis keturių kreditų tikimybių teorijos ir statistikos kursas. Vado- 
vėliu galės naudotis būsimieji technikos inžinieriai ir magistrantai, fizikos, 
informatikos bei ekonomikos specialybių studentai, taip pat asmenys, norintys 
įsigyti stochastinės analizės pradmenų. 

Vadovėlio pagrindą sudaro tikimybių teorijos ir statistikos paskaitos, ku- 
rias autorius daugelį metų skaitė Kauno technologijos universitete bei kitose 
aukštosiose šalies mokyklose. 

Rašydamas šią knygą, autorius siekė, kad skaitytojas galėtų ne tik intui- 
tyviai kurti matematinius modelius, atspindinčius jį dominančias atsitiktinių 
reiškinių puses, bet ir išmoktų juos pagrįsti. Todėl čia neišvengta abstrakcijų, 
kurios skaitytojui tikriausiai bus suprantamos ir nenuobodžios. 

Teorija knygoje iliustruota pavyzdžiais, kiekvieno skyriaus pabaigoje 
pateikta uždavinių savarankiškam darbui. Teoremos įrodymas, pavyzdžio 
sprendimas kai kur (ten, kur gali būti nelabai aiški jo pabaiga) išskiriamas 
ženklu A. 

Į literatūros sąrašą įtrauktos knygos, kurias autorius cituoja ar taiko va- 
dovėlio tekste arba rekomenduoja skaitytojui gilesnėms tikimybių teorijos ir 
statistikos studijoms. 

Autorius dėkoja Kauno technologijos universiteto doc. dr. Z. Navickui ir 
Vilniaus Gedimino technikos universiteto prof. habil. dr. K. Kubiliui, atidžiai 
perskaičiusiems vadovėlio rankraštį ir pateikusiems vertingų patarimų, bei 
vadovėlio redaktorei Z. Šliavaitei už kruopštumą ir kantrybę. 


J. A. AKSOMAITIS 


ĮVADAS 


Mokslas, nagrinėdamas gamtoje, technikoje ir visuomenėje egzistuojan- 
čius priežastinius ryšius, aprašo juos tam tikrais dėsniais. Vieni jų apibūdina 
reiškinius, kuriuos galima tiksliai prognozuoti, t. y. žinant eksperimento sąly- 
gas, tiksliai nusakyti eksperimento baigtį. Tai — determinuoti reiškiniai. Eukli- 
do geometrija, Niutono mechanika yra tokių reiškinių matematinių modelių 
sudarymo bei jų analizės klasikiniai pavyzdžiai. Ilgą laiką dominavo determi- 
nistinis mokslo ir technikos plėtros kelias. Šių dienų inžinieriaus ir kitų sričių 
specialisto, projektuojančio bei kuriančio sudėtingas sistemas, dažnai neten- 
kina deterministinė reiškinių aiškinimo koncepcija. Didelė dalis mus supančio 
pasaulio reiškinių yra atsitiktiniai arba šitokia jų traktuotė moksle bei techni- 
koje yra vaisingesnė už deterministinį aiškinimą. Tikimybių teorija ir matema- 
tinė statistika — dvi glaudžiai susijusios matematikos šakos — veda tyrinėtoją 
atsitiktinumo labirintais. Šių mokslų teikiami statistiniai ir tikimybiniai meto- 
dai sudėtingose situacijose dažnai yra paprastesni, o kartais — ir vieninteliai. 

Įvade mes nesistengsime tiksliai apibrėžti atsitiktinių reiškinių (įvykių, 
dydžių, procesų) sąvokos. Remdamiesi intuityvia atsitiktinumo samprata, atsi- 
tiktinius įvykius apibūdinsime tokia schema: realizavus sąlygų kompleksą K 
(atlikus eksperimentą), įvykis gali įvykti arba neįvykti. Tai — atsitiktinis įvykis. 
Herbo atvirtimas metant monetą, laimėjimas loterijoje, norimos kortos ištrau- 
kimas iš kortų malkos (kaladės), pergalė krepšinio turnyre, standartinio gami- 
nio pagaminimas, trikdžių pasirodymas televizoriaus ekrane, atomo branduolio 
skilimas — visi jie yra atsitiktiniai įvykiai. Iš šių pavyzdžių galime daryti iš- 
vadą, jog atsitiktinio reiškinio vienareikšmiškai prognozuoti neįmanoma. Tai 
reiškia, kad, žinodami pradines sąlygas ir mokslo teiginius, iš praktinių arba 
principinių pozicijų negalime tiksliai nusakyti reiškinio galutinės būsenos. 
Beje, neretai tikslus pradinių sąlygų fiksavimas yra taip pat problematiškas 
dalykas. Pabandysime tai iliustruoti pavyzdžiais. 

Sakykime, metame lošimo kauliuką. Mechanikos mokslas suteikia teori- 
nes galimybes „atspėti“ metimo rezultatą (galutinę būseną): reikia tiksliai Ži- 
noti pradinę kauliuko padėtį ir pradinį greitį, kauliuko masę, jo inercijos mo- 
mentą, oro trintį, sroves ir t. t. Tačiau visa tai yra taip sudėtinga, jog praktiškai 
neįgyvendinama. Tenka atsisakyti šio reiškinio determinavimo ir nagrinėti jį 
tikimybių teorijos metodais. 

Imkime fizikos dėsnį, išreiškiantį dujų slėgio priklausomybę nuo tem- 
peratūros. Kinetinės dujų teorijos požiūriu slėgis į indo sieneles yra netvarkin- 
go (atsitiktinio) molekulių judėjimo, jų smūgių rezultatas. Slėgį sukuria atsitik- 
tinumas. Vadinasi, šį reiškinį reikia nagrinėti tikimybiniais metodais.Taip ir 


daro statistinė fizika. Pabandykime determinuotu būdu sukurti šio reiškinio 
matematinį modelį. Kiekvienos molekulės judesį nusakykime mechanikos 
lygtimis. Gausime antrosios eilės diferencialinių lygčių sistemą, kurios prak- 
tiškai neįmanoma išspręsti. Nė kiek ne lengviau bus nustatyti ir pradines sąly- 
gas. Vis dėlto tarkime, kad šią sistemą išsprendėme. Tačiau ir tada mums 
pavyks sužinoti ne visos molekulių sistemos būseną — slėgį, o tik pavienių 
molekulių judėjimo dėsningumus. 

Šie pavyzdžiai patvirtina, jog kartais netikslinga determinuotu būdu kurti 
reiškinio matematinį modelį, nors teorinės galimybės ir yra. 

Neapibrėžtumas, atsitiktinumas dominuoja ir tose mokslo srityse, kuriose 
dėsniai ištirti nepakankamai. Tai būdinga daugumai biologinių reiškinių. Tar- 
kime, matuojame studento ūgį. Rezultatas yra atsitiktinis, susijęs su paveldi- 
mumu, mityba ir kitais veiksniais, kurių dėsningumai ištirti tik iš dalies. Mūsų 
žinių stoka čia sukuria atsitiktinumą ir galbūt vėliau, plėtojantis biologijos 
mokslui, jam dirvos nebeliks. O gal priešingai? 

Kvantinės mechanikos neapibrėžtumo principas — tikimybinis dėsnis. Čia 
atsitiktinumas yra fundamentalus, principinis. Arba štai radioaktyviojo atomo 
branduolio gyvavimo trukmė (iki skilimo) iš esmės yra atsitiktinė, ir jokios 
papildomos žinios apie branduolį to nepašalins. Pagaliau kad ir koks aukštas 
būtų ateities mokslo išsivystymo lygis, pikų damos ištraukimas iš kortų 
malkos, liks atsitiktiniu reiškiniu. Taigi atsitiktinumas mus lydės visame 
pažinimo kelyje. 

Technikoje ir kitose kūrybos srityse eksperimentus dažnai galima atlikti 
daug kartų ir tomis pačiomis sąlygomis (masiniai eksperimentai). Tikimybių 
teorijos modeliai praktikoje interpretuojami masinių atsitiktinių reiškinių dės- 
ningumais. Tirdami masinius atsitiktinius reiškinius, pastebime savotišką jų 
stabilumą. Pavyzdžiui, daug kartų metant simetrišką monetą, herbo atvirtimo 
santykinis dažnis (atvirtusių herbų skaičiaus bei metimų skaičiaus santykis) 
pamažėle stabilizuojasi, telkiasi apie 1/2. Nusistovėjusiu režimu dirbančios ir 
daug gaminančios įmonės kokybiškų gaminių procentas, šalies mastu gimusių 
berniukų procentas — masinių atsitiktinių reiškinių dėsningumo pavyzdžiai. Tai 
gana bendro pobūdžio dėsningumas: įvykio pasirodymo santykinis dažnis di- 
delėse stabilių eksperimentų serijose mažai skiriasi nuo pastovaus skaičiaus 
pe [0, I]. Toks santykinių dažnių stabilumas, nustatytas eksperimentais, yra 
objektyvus gamtos dėsnis — tikimybių teorijos praktinio taikymo pagrindas. 
Atkreipiame dėmesį į tai, kad ir kitos atsitiktinių reiškinių charakteristikos 
(pavyzdžiui, vidurkis) yra pakankamai stabilios. Stabilumo gali nebūti, jeigu 
eksperimentai nėra masiniai, atliekami skirtingomis arba nepalyginamomis 
sąlygomis (pavyzdžiui, karai). Čia tikimybių teorijai dirvos nėra. Eksperimen- 
tai, kuriems nebūdingas visiškas stabilumas, tačiau santykiniai dažniai yra sta- 
bilūs — tikimybių teorijos ir statistikos taikymo sfera. Tokius eksperimentus 
vadinsime atsitiktiniais, statistiniais arba tikimybiniais. 


Tikimybių teorijos lopšys — azartinių lošimų stalas. Jos pradžia siejama 
su įžymių XVII a. matematikų B. Paskalio (Pascal), P. Ferma (Fermat), 
K. Hiuigenso (Huygens) ir J. Bernulio (Bernoulli) darbais sprendžiant azar- 
tinių lošimų problemas. Azartiniai lošimai gal ir nebuvo laikomi rimta veikla, 
tačiau kėlė uždavinius, kurių buvo neįmanoma išspręsti tuo metu egzistavusių 
matematinių modelių bazėje. Šiuo periodu formavosi naujo mokslo idėjos, 
sąvokos ir dėsningumai, nusakomi kombinatorikos taisyklėmis. Netrukus nau- 
jos teorijos poreikiai iškilo demografijos statistikoje, stebėjimo paklaidų teori- 
joje, biologijoje. 

XX amžiuje šios teorijos taikymo sritys išsiplėtė nuo gamtos mokslų ir 
technikos iki ekonominių ir socialinių mokslų. Gracingas tikimybių metodo 
taikymas skatino matematikus domėtis šiuo mokslu. XX amžiaus pirmojoje 
pusėje sukuriama aksiominė tikimybių teorijos bazė. 1933 metais aksiomų 
sistemą pateikia A. Kolmogorovas. Teorija virsta tiksliu aksiominiu mokslu - 
matematine disciplina. 

Tikimybių teorijos ištakos Lietuvoje — XVIII amžiaus Vilniaus univer- 
sitetas. Tęsdami senas universiteto tradicijas, profesoriai J. Kubilius, V. Statu- 
levičius, B. Grigelionis ir jų mokiniai daug nusipelnė šiam mokslui. Jų darbai 
ir vardai žinomi ir gerbiami pasaulinėje matematikų šeimoje. 

Tikimybių teorijoje atrasti dėsningumai šiandien aktualūs įvairiose 
pažinimo srityse. Statistinė fizika, radiotechnika, kvantinė mechanika, sistemų 
automatinio valdymo teorija, patikimumo teorija — tai sritys, kuriose ypač 
reikšmingi šios teorijos metodai ir teiginiai. Išaugo tikimybių teorijos poreikis 
ekonomikoje, bankininkystėje, biologijoje, medicinoje, psichologijoje ir net 
lingvistikoje. Šio mokslo šakos — eilių, lošimų, informacijos teorijos — vis 
giliau skverbiasi į įvairias mokslo ir technikos sritis, spartina jų pažangą. 
Trumpai tariant, nėra pažinimo sričių, kuriose šios teorijos metodai negalėtų 
duoti vaisingų rezultatų. 


PAGRINDINĖS SĄVOKOS 


Tikimybių teorija yra atsitiktinių reiškinių matematinė analizė. Ji, 
kaip ir kitos matematinės disciplinos, ne tiesiogiai nagrinėja realius pa- 
saulio reiškinius, bet kuria matematinius jų modelius. Kiekvienu konkre- 
čiu atveju svarbu žinoti, ar teorinis modelis pakankamai tikslus, ar gerai 
reprezentuoja tiriamą reiškinį. Tokio uždavinio sprendimas yra matema- 
tinės statistikos kompetencija. 

Sakykime, metame monetą. Kadangi ji simetriška, tai herbo ir skai- 
čiaus pasirodymo galimybės yra vienodos. Taigi herbo atvirtimo tikimybė 
lygi 1/2. Tai teorinis atsitiktinio reiškinio modelis. Jis pakankamai geras, 
nes, daug kartų metant monetą, herbo atvirtimo santykinis dažnis artimas 
1/2. Šiame pavyzdyje matematinį modelį kūrėme intuityviai, o jo adek- 
vatumą tikrinome statistiniu būdu. 

Bet kuris mokslas remiasi pagrindinėmis savo sąvokomis. Jas turi ir 
tikimybių teorija. Šiame skyriuje patikslinsime intuityvią atsitiktinio 
įvykio sampratą, formaliai apibrėšime tikimybę ir atsitiktinio eksperi- 
mento matematinį modelį. 


1.1. Elementariųjų įvykių erdvė 


Elementariųjų įvykių erdvės €2 sąvoka yra pirminė, todėl neapibrėžiama. 
Jos elementus, t. y. elementariuosius įvykius, žymėsime raide 00 (dažnai su 
indeksu). Sakysime, jog €2 yra sudaryta, jeigu žinomi visi jos elementai arba 
nurodytas jų gavimo algoritmas. Pateiksime keletą pavyzdžių, išryškinančių 
šios erdvės struktūrą. 


1 pavyzdys. Metamas lošimo kauliukas. Šio atsitiktinio eksperimento 
elementariųjų įvykių erdvė 


a = (0; 05, 03, 04, 05, 061 = [0p : k =1,6); 
čia 0,— k akučių atvirtimas. 


2 pavyzdys. Tiriant produkcijos kokybę, iš visų gaminių atsitiktinai 
išrenkami 3 gaminiai. Šį eksperimentą atitinkanti elementariųjų įvykių erdvė 


O= (05,0,,01,05) = [05 : k=0,3); 


čia 04 rodo, kad k gaminių yra kokybiški. 
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3 pavyzdys. Monetą mėtome tol, kol pirmą kartą atvirsta herbas. Pažy- 
mėkime: H, — herbas atvirto metant monetą k-tąjį kartą, S, — skaičius atvirto 
metant monetą k-tąjį kartą. Sio eksperimento elementariųjų įvykių erdvė 


čia 0;= Sį, 0>= S, H;, Ši 


4 pavyzdys. Tiriamas radijo lempos ilgaamžiškumas. Lempos veikimo 
trukmės elementariųjų įvykių erdvė 


O=(f0=/: /€[0,)). 


5 pavyzdys. Kai šaudoma į plokščią taikinį, tai 


O= (0= (x; y): (x; y)e R*). 


6 pavyzdys. Kardiograma stebima laikotarpį [0, T]. Šio eksperimento 
A= (0=x(H): x) e Cio, r); 


čia Cro, 1 - tolydžiųjų funkcijų klasė. 


Šie konkretūs pavyzdžiai rodo, kad elementariųjų įvykių erdvė yra visų 
galimų atsitiktinio eksperimento baigčių (galutinių būsenų) aibė. Ji gali būti 
išraiška — vienmatė (1-4 pavyzdys), daugiamatė (5 pavyzdys) arba net funk- 
cinė (6 pavyzdys). Eksperimento baigtis — vieno (bet kurio iš 62) elementariojo 
įvykio 0 pasirodymas. 

Pirmasis žingsnis sudarant atsitiktinio eksperimento matematinį modelį 
žengtas — aprašyta fundamentali tikimybių teorijos sąvoka, vadinama elemen- 


1.2. Atsitiktiniai įvykiai 


Atsitiktinis įvykis yra gamtoje arba laboratorijoje atlikto eksperimento 
rezultatas, kurio iš anksto negalima visiškai determinuotai nusakyti. Dabar 
pasistengsime šią savoką apibrėžti formaliu būdu. 

Atsitiktinius įvykius žymėsime raidėmis A, B, C, ... (dažnai su indeksu). 

Fiksuokime elementariųjų įvykių erdvę 62. Iš pradžių tarkime, kad ji yra 
diskrečioji (baigtinė arba skaičioji). 

Bet kurį diskrečiosios elementariųjų įvykių erdvės 62 poaibį A vadinsime 
atsitiktiniu įvykiu, tuščią šios erdvės poaibį — negalimuoju įvykiu, o įvykį, 
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atitinkantį visą elementariųjų įvykių aibę, — būtinuoju įvykiu. Negalimąjį 
įvykį žymėsime simboliu 9, būtinąjį — raide 62. Pirmasis šių įvykių niekada 
neįvyksta, antrasis — visada įvyksta. 


1 pavyzdys. Metamas lošimo kauliukas. Užrašykime keletą erdvės 
O = (0,, 0), 05, 04, 05, 053 poaibių — atsitiktinių įvykių: 

A = Įatvirto lyginis skaičius akučių] = (05, 04, 06), 

B = Įatvirto ne daugiau kaip 3 akutės] = (0, 05, 05), 

C = (atvirtusių akučių skaičius dalijasi iš septynių) = 2, 

D = Įatvirto sveikasis skaičius akučių] = (2. 

Kadangi atsitiktiniai įvykiai yra aibės (elementariųjų įvykių aibės), tai 
įvykių veiksmai sutampa su žinomais aibių veiksmais. Priminsime šiuos 
veiksmus, atkreipdami skaitytojų dėmesį į tikimybinę jų traktuotę. Įvykių 
sąryšį ir jų veiksmus geometriškai vaizduosime vadinamosiomis Veno dia- 
gramomis (1 pav.). 

Sakysime, jog įvykis A yra įvykio B atskiras atvejis, jei su visais 0 € €2 
iš teiginio 0 € A išplaukia, kad 0 e B. Rašysime A c B. Realiame eksperi- 
mente tai reiškia, kad, įvykus 4, įvyksta ir B. Įvykius 4 ir B vadinsime lygiais, 
jei A c Bir B C 4. Rašysime A = B. Taigi lygius įvykius sudaro tie patys ele- 
mentarieji įvykiai. 

Įvykių A ir B sąjunga (suma) vadinsime įvykį, sudarytą iš elementariųjų 
įvykių, priklausančių bent vienam iš įvykių A ir B. Žymėsime 4 U B= (o: 
oe4 arba de B). Konkrečiame eksperimente įvykis A U B reiškia, kad 


(ab?) 


AVB 


NOKO) 


6 
ANBNC= 6 | U4 = 


() 





įvyko arba įvykis 4, arba įvykis B, arba abu kartu. Šį jungimo (sudėties) veiksmą 
analogiškai galima apibrėžti imant didesnį skaičių įvykių. 

Įvykių 4 ir B sankirta (sandauga) vadinsime įvykį, sudarytą iš visų ele- 
mentariųjų įvykių, priklausančių abiem įvykiams 4 ir B. Žymėsime 
ANB=[(0: oe Airoe B). Įvykis Af1B reiškia, kad eksperimento metu 
įvyksta ir A, ir B. Analogiškai apibrėžiame ir didesnio skaičiaus įvykių daugy- 
bos veiksmą. 

Įvykius A ir B vadinsime nesutaikomaisiais, jei 4f8 = 9. Vadinasi, du 
įvykiai yra nesutaikomieji, jeigu eksperimento metu jie negali įvykti kartu. 

Sakome, jog įvykiai 4, (k=1,n) sudaro pilnąją įvykių grupę, jei jie 


kas du yra nesutaikomi, 0 jų sąjunga yra būtinasis įvykis: U A, =$0 ir 
k=1 
A, 1 A, =D su visais k * m. 

Įvykių 4 ir B skirtumu vadinsime įvykį, sudarytą iš elementariųjų įvy- 
kių, priklausančių 4, bet nepriklausančių B. Žymėsime taip: A4B= 
=f0: oe A,bet oe B). Įvykis 4AVB reiškia, kad eksperimento metu A įvyks- 
ta, o B neįvyksta. 

Įvykį 6214 vadinsime priešingu įvykiui 4. Jį žymėsime A=044= 
= (0: 0€ A). Pastebėsime, kad 4A4VB= A NB. Įsitikinkite patys. 

Anksčiau aprašytame 1 pavyzdyje 

AU B= (03,05, 05, 04, 05) = 2105] = [05], 

ANB= (05), ANO= (0,04, 05) = 4. 

Apibrėžti įvykių veiksmai turi tas pačias savybes, kaip ir gerai žinomi ai- 
bių veiksmai: 

AUA=O0,AN4=0, O= 8, 6=O (papildomumas), 

AUB=BU4, Af1B= Bf) A (perstatomumas), 

(AUB)UC = 4U(BUC), (ANB)NC= AN(BN1C) (jungiamumas), 


An(BUC)=(418) U(anc), 4U(BNC)=(4UB) N(4UC) 
(skirstomumas), 
AUB=ANB, ANB= AUB, As (Morgano formulės). 


Priminsime dar vieną aibių operaciją. Dviejų aibių A ir B dekartine san- 
dauga vadinsime sutvarkytųjų porų (a; b) aibę. Ją žymėsime taip: 
AxB=((a;b): ae Airbe B). Šią sandaugą galima apibrėžti ir didesniam 
skaičiui aibių. 
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2 pavyzdys. Du štampavimo automatai įjungti ir palikti dirbti ištisą pa- 
mainą. Pažymėkime atsitiktinius įvykius: 

A, = (pirmasis automatas nesugedo|; 

A3= Įantrasis automatas nesugedo); 

B, = (k automatų nesugedo), k= 0, 1,2; 

C = (nors vienas automatas nesugedo). 

A Pirmiausia apibūdinsime šio eksperimento elementariųjų įvykių erdvę. 
Ji yra dviejų dalinių eksperimentų su kiekvienu automatu atskirai elementarių- 
jų įvykių erdvių 


62, = (4, A) ir 625 = (45, 45) 
dekartinė sandauga: 
O = 0, x 05 = (A 45) (415 42) (Aš 45), (Ari 45) 
arba, trumpiau, 
O= (4,45, A, 45, A, Az, A, 42) = [04,05,03, 04). 
Toliau 
B, = (04), B = (05,05), B; = [04], C= [03,05,05) = 54. A 


Jeigu elementariųjų įvykių erdvė €2 nėra diskrečioji, atsitiktiniais įvykiais 
laikome ne visus šios erdvės poaibius, o tik tam tikros jos poaibių klasės elemen- 
tus. Kitaip kiltų problemų, apibūdinant įvykio tikimybę. Apibrėšime šią klasę. 

Elementariųjų įvykių erdvės €2 poaibių sistemą <7 vadiname algebra, 
jeigu ji tenkina tokias aksiomas: 

1)0 Ee 7, 

2)kai 4e Z,tai AE 7; 

3)kai Ae Zir Be Z,tai A U Be 7. 

Apibrėžimas. A/gebros elementą vadiname atsitiktiniu įvykiu. 

Taigi jei 4 € 7, tai A yra atsitiktinis įvykis ir, atvirkščiai, jei 4 yra 
atsitiktinis įvykis, tai A € 7. 

Iš apibrėžimo išplaukia tokie teiginiai: 

0 Oe“ ,nesB6B=O0e 7. 

» KadeZirBeZ,taiAflBeZ,, nes ANB=AUBe T. 

+» KaideZirBeZ,taiAVBe7,nes A1B=ANBeE T. 


T n n 
+ Kai4pe 7 (čiak=1,n),tai| JA, e Zir( Ap e 7. 
k= k=1 
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Paskutinis iš jų įrodomas matematinės indukcijos metodu. Pabandykite. 
Kai elementariųjų įvykių erdvė €2 yra baigtinė, visų jos poaibių sistema ir 
sudaro algebrą 7. 


3 pavyzdys. Metant lošimo kauliuką, 62 = (0; : k = 1,6) „O įvykių alge- 
bra 


= (0, (0;),--, (05), (0,5 0>),..., (05, 05 ),..., 0). 


Algebroje 7 yra 29 = 64 įvykiai. Įsitikinkite. 

Veiksmų su atsitiktiniais įvykiais atžvilgiu algebra yra uždara. 

Kai elementariųjų įvykių erdvė nėra baigtinė, iš jos poaibių sudaroma 6 
algebra. Pirmoji ir antroji algebros aksioma lieka ta pati, o trečioji keičiama 
tokia aksioma: 


kai 4, e 7 (čiak=1,),tai| JA, e 7 
k=I 
Šiuo atveju (begalinė sistema) 6 algebros elementą vadiname atsitik- 
tiniu įvykiu. 
Atsitiktinio eksperimento matematinio modelio konstravimo kelyje 
žengėme antrąjį žingsnį — apibrėžėme atsitiktinį įvykį. Paskutinis šio modelio 
sudarymo etapas yra įvykio A €.7 tikimybės apibrėžimas. 


1.3. Statistinė tikimybė 


Įvykio pasirodymo galimybės matą (tikimybę) nusakysime empirinių 
būdu. Fiksuojame sąlygų kompleksą K ir kartojame eksperimentą, registruo- 
dami kiekvieną kartą, ar įvykis A įvyko, ar neįvyko. Įvykio 4 pasirodymų 
skaičiaus k(4) bei eksperimentų skaičiaus 7 santykį vadinsime įvykio pasiro- 
k(A) 

n 


dymo santykiniu dažniu. Jį žymėsime raide W: W(A)= . Santykinis 


dažnis turi tokias akivaizdžias savybes: 
+» O<SW(A)S1; 
+» W(O)=1; 
+» W(AUB)=W(A) + W(B),kai ANB=0. 


Pakartokime s kartų seriją, sudarytą iš 7 eksperimentų, kurių metu ste- 
bime įvykį 4. Gauname tokius santykinius įvykio 4 dažnius: 


Ba) k, L 
n 


W(4) „20, v(d= 20 Wa) = 
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Jau minėjome, jog masinių atsitiktinių įvykių santykiniams dažniams 
būdinga stabilumo savybė. Vadinasi, W,(4)= W,(4)= ... = W, (4), jei eksperi- 
mentų skaičius 7 pakankamai didelis. Taigi įvykio A santykiniai dažniai telki- 
asi apie skaičių P e (0, 1), apibūdinantį įvykio 4 pasirodymo galimybės matą. 


Apibrėžimas. Įvykio tikimybe vadiname skaičių P, apie kurį telkiasi įvy- 
kio santykiniai dažniai, kai eksperimentų skaičius serijose yra didelis. 

Tai statistinis tikimybės apibrėžimas. Jis tikimybę įvertina empiriniu, t. y. 
eksperimentiniu, būdu. Praktikoje tikimybės apytiksle reikšme, kai eksperi- 
mentų skaičius didelis, imamas santykinis dažnis W(4) arba artimas jam 
skaičius. 

XVIII a. G. Biufonas (Buffon) mėtė monetą 4040 kartų. Iš jų 2048 kartus 
2048 


4040 
=0,507 . XX a. pradžioje K. Pirsonas (Pearson) mėtė monetą 24 000 kartų. Iš 
jų 12 012 kartų atvirto herbas, todėl W(H) =0,5005. Natūralu herbo pasiro- 
dymo tikimybe laikyti skaičių 0,5. 

Arba štai kitas įvykio tikimybės skaičiavimo statistiniu metodu pavyzdys. 
Naujagimių registravimo duomenys rodo, jog kasmet berniukų gimsta 
maždaug 5190. Vadinasi, berniuko gimimo tikimybę galime laikyti lygia 0,51. 

Gamybos brokas, techninių sistemų sutrikimai, susirgimai, mirtingumas, 
meteorologiniai reiškiniai ir t. t. — masinių atsitiktinių reiškinių su jiems būd- 
ingu statistinių dažnių stabilumu pavyzdžiai. Tokiems reiškiniams apibūdinti 
taikomas statistinis tikimybių skaičiavimo metodas. 

Empiriniu būdu sudarėme atsitiktinio eksperimento tikimybinį modelį. 


k(4) 


Įvykio tikimybę P įvertinome santykinio dažnio W( 4) = ——— bazėje. Kuriant 
n 


atvirto herbas. Taigi herbo atvirtimo santykinis dažnis W(H)= 


tikslią matematinę teoriją, reikia atsiriboti nuo eksperimentinės tikimybės api- 
brėžimo bazės. Mūsų tikslas — apibrėžti įvykio pasirodymo galimybės charak- 
teristiką, kuri nebūtų siejama su eksperimentais, tačiau gerai modeliuotų įvykių 
santykinių dažnių dėsningumus. Tokia formali įvykio charakteristika yra te- 
orinė tikimybė, arba tiesiog tikimybė. Ją apibrėšime aksiominiu būdu. 


1.4. Aksiominis tikimybės apibrėžimas 


Tikimybių teorijos aksiomos abstrakčia forma atspindi masiniams atsitik- 
tiniams reiškiniams būdingus dėsningumus. 

Čia pateikiamos rusų matematiko A. Kolmogorovo 1933 metais suformu- 
luotos aksiomos yra ilgaamžės žmonijos patirties apibendrinimas, formali jos 
išraiška. 
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Apibrėžimas. Įvykio tikimybe vadiname skaitinę funkciją P, apibrėžtą 
algebroje (o algebroje) ir tenkinančią tokias aksiomas: 





1) P(4)20; 
2) P(O)=1; 
3) P(4AUB)= P(4) + P(B),kai AN B=90. 






Taigi tikimybė yra neneigiama, normuota ir adityvi atsitiktinio įvykio 
funkcija. 

Šiomis aksiomomis išreikštos tikimybės savybės yra būtinos, norint prak- 
tikoje tikimybę interpretuoti santykinių dažnių stabilumo prasme, nes san- 
tykiniams dažniams būdingos visos trys tikimybės savybės. 

Elementariosios išvados: 


1) P(0)=0. 
2) Jei Ac B,tai P(BVA)= P(B)—P(A) ir P(A)< P(B). 
3) 0< P(4)<1. 

4) P(A)=1- P( 4). 


k=I k=I 


5) Ū A, | TP), kai A; MA, =92 suvisais k * m. 


Įrodysime 2 išvadą. 
A Kadangi A c B, tai B= AU(B 14) (iliustruokite Veno diagrama). Įvy- 
kiai A ir B VA yra nesutaikomi, todėl iš adityvumo aksiomos išplaukia, kad 


P(B)= P(4) + P(B VA) 


P(BV4) = P(B) - P(4). 
Pagal I aksiomą, P(B 14) 2 0, taigi 
P(B)- P(4) 20. A 


Atkreipdami dėmesį į tai, kad 5 išvada (baigtinio adityvumo savybė) 
išplaukia iš 3 aksiomos ir matematinės indukcijos principo. Ją ir kitas išvadas 
siūlome pagrįsti skaitytojui. 

Jeigu įvykių seka A;, 45, ..., A, yra begalinė, 3 aksiomą keičiame 
visiško adityvumo aksioma: 


3) jj A, | -2 P( 4, ), kai 4, 1 A, =2su visais k * m. 
k=I 


k=I 





Jos negalime įrodyti baigtinio adityvumo bazėje. Tačiau 3“ aksioma yra 
ekvivalenti 3 aksiomai (arba 5 išvadai), papildytai tokiu teiginiu. 


Tolydumo aksioma. Jei įvykiai (A;, k 2 1) sudaro monotoniškai mažė- 


jančią seką A) > A>> < DA,D..ir A = 4 „tai lim P(4,)= P( 4). 
k=I jj 

Šios aksiomos įrodymas pateiktas [1] knygoje. 

Formalizuodami kurį nors tikimybinį uždavinį, turime apibūdinti elemen- 
tariųjų įvykių erdvę €2, iš jos sudaryti poaibių algebrą 7 (6 algebrą), kurios 
elementai yra įvykiai, ir apibrėžti kiekvieno įvykio 4 tikimybę P(4). 

Trejetą (0, 7, P) vadiname tikimybine erdve. Ji ir yra atsitiktinio eks- 
perimento matematinis modelis. 


Pavyzdys. (Dalambero klaida.) Taisyklingoji moneta metama du kartus. 
Sudarykime šio eksperimento matematinį modelį ir apskaičiuokime įvykio A = 
= (nors vieną kartą atvirto herbas) tikimybę. ę 

A Iš pradžių pateiksime prancūzų matematiko Z. Dalambero (d'Allamber) 
samprotavimus. Monetą metant du kartus, herbas atvirs arba pirmą kartą (0), 
arba antrą kartą (05) , arba visiškai neatvirs (04; . Vadinasi, 62 = (0,,05,03), 
o įvykių algebra 


7. = (6, (0)), (05), (05), (0, 05), (0, 05), (02, 05), 0). 


Ją sudaro 2? = 8 įvykiai. 
Elementariuosius įvykius laikydamas vienodai galimais, t. y. 


P(oy)= P(05)= P(o5) =. 


Ž. Dalamberas sudarė šio eksperimento matematinį modelį (€2, 7, P) ir gavo 
tokį rezultatą: 

2 

2. 


Šis modelis nėra prieštaringas, tačiau, daug kartų metant simetrišką 
monetą, herbo atvirtimo santykinis dažnis pasidaro artimas 1/2, todėl, laikantis 


P(4) = P(0,,0>) = P(o,) + P(05)= 


teorinio modelio, reikėtų imti "I F- Kad modelis būtų realus, imame 
P(0;) = P(0;) = ir gauname: 


1-3 
P(4)=P(0,,0;)=—+-=—. 
(4)= P(0, 05) sti 


Apibūdinkime dar vieną šio eksperimento matematinį modelį. Elemen- 
tariųjų įvykių erdvę sudarykime iš dviejų atskirų eksperimentų elementariųjų 
įvykių erdvių dekartinės sandaugos €2 = £2, X625; čia 

62, =1H,, S), 625 =(H5, S). 

Tada 
60= (H,H;, H,S;, S,H;, S,S>|= (0), 02, 04, 0,4]. 
Įvykių algebra 7 = (0,(0;), (05), (05), (04), (0,,05),.., (03, 04), ..., 001 


sudaryta iš 2*= 16 įvykių. Galime teigti, jog visi elementarieji įvykiai yra vie- 
nodai galimi: 


P(0y)= P(05)= P(o5)= Pl) =2. 


be to, kiekvieno įvykio 4 €.7 tikimybė P( 4) SA k=0, 1,2, 3, 4. Vėl gau- 
n 
name; 


4 

Matome, kad, spręsdami elementariuosius tikimybės skaičiavimo užda- 
vinius, matematikai kartais klysdavo. Vis dėlto nepamirškime, jog tai buvo 
XVIII amžius, o Ž. Dalamberas - šio mokslo pionierius. A 

Išnagrinėtas pavyzdys patvirtina teiginį, kad to paties eksperimento 
matematinį modelį galima sudaryti ne vieninteliu būdu. Svarbu tik, kad tas 
modelis pakankamai gerai reprezentuotų realų reiškinį. Iš trijų sudarytų šio 
eksperimento matematinių modelių du neprieštarauja praktikai. 

Kolmogorovo aksiomų sistema yra neprieštaringa (esti pavyzdžių, ku- 
riuose ši sistema realizuojama) ir nepilna (tikimybę galime apibrėžti ne- 
vienareikšmiškai). Aksiominis tikimybės apibrėžimo metodas yra bendras ir 
abstraktus. Jis nenurodo algoritmo, kaip apskaičiuoti įvykio tikimybę konkre- 
čiu atveju. Vieną konkretų, susietą su eksperimentų kartojimu tikimybės 
skaičiavimo metodą apibūdinome statistiniu apibrėžimu. Tačiau tai ne vienin- 
telis būdas įvykių tikimybėms skaičiuoti. Anksčiau aptartas pavyzdys tą aki- 
vaizdžiai patvirtina. 


1.5. Klasikinis metodas 


Aprašysime svarbią atsitiktinių eksperimentų klasę, grindžiamą vienodo 
galimumo (simetrijos) principu, teigiančiu, kad visos eksperimento baigtys yra 
vienodai galimos. Šitokių eksperimentų schemą su baigtiniu skaičiumi baigčių 
vadiname klasikine schema, o metodą, kuriuo sudaromas tokios schemos 
matematinis modelis, — klasikiniu metodu. Jis susijęs su J. Bernulio (Ber- 
noulli) ir P. S. Laplaso (Laplace) vardais. Formalizuosime šią schemą. 
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Klasikinės schemos postulatai: 
+ Elementariųjų įvykių erdvė O = (0;, 0>, ..., 0, yra baigtinė. 
+ Elementarieji įvykiai yra vienodai tikėtini, t. y. 


P(o,)= P(0>) =... = P(0,)= - 5 


Įvykių algebrą 7 sudaro visų aibės €2 poaibių sistema. Ji susideda iš 
2" įvykių. Pagrįskite. 

Tarkime, kad įvykyje A yra k elementariųjų įvykių: 

As ėų „Br so d Aa k k LA, 


Iš adityvumo aksiomos ir 2 postulato išplaukia, jog 

k k k l k 

P(4)=P| Jo, |- X P(o,,)= 2 o 
m=l m=l m=l 


Taigi, pagal klasikinę schemą, įvykio tikimybė 


Įvykio A tikimybė yra elementariųjų įvykių, sudarančių įvykį A, skaičiaus 
bei elementariųjų įvykių skaičiaus erdvėje €2 santykis. 

Klasikiniame apibrėžime visi elementarieji įvykiai 0;(/ = 1,1), sudaran- 
tys €2 (jų skaičių žymėsime [9] ), vadinami visais galimais atvejais, o tie įvy- 
kiai 0;, kurie sudaro įvykį 4 (jų skaičių žymėsime || ), - įvykiui A palankiais 


atvejais. Vadinasi, 


P(4)= |4| „k įvykiui 4 palankių atvejų skaičius 
[Gl n visų galimų atvejų skaičius | 


Sudarėme klasikinės eksperimentų schemos matematinį modelį (62, 7, 
P), gerai apibūdinantį atsitiktinius reiškinius, kuriems būdingas simetriškumas. 


metriškumo reikalavimus. 
Klasikiniu būdu apskaičiuojamai tikimybei P(4) = LŽ tinka visos trys 
n 
Kolmogorovo aksiomos. Įsitikinkite. Taigi įvykio tikimybė yra atskiras ak- 


siominio apibrėžimo atvejis. 
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1 pavyzdys. Metamas simetriškas lošimo kauliukas. Apskaičiuokime 
įvykių 4 = (atvirto lyginis skaičius akučių) ir B = (atvirto daugiau negu dvi 
akutės) tikimybę. 


A O=(0o,:k=1,6); 


A= $05,04, 05), B= (05,04, 05, 05]; 
4 2 
„P(B)=—=-== . A 
(B) 6 3 


2 pavyzdys. Metami du lošimo kauliukai. Kokia tikimybė, kad atvirtusių 
akučių suma bus mažesnė už 10 (įvykis 4)? 


A 0-=O0,x0,=([(0;;0,): i, j=1,6); 





= ((0;; 05): /+ j<10), 


[O] = 36, |4|= 30; 
k 30 5 
ka A 


Įvykio 4 tikimybę skaičiuoti yra paprasčiau, remiantis tokia taisykle: 
P(4)=1—P( 4). Čia priešingas įvykis 
A=((o;05): i+ j 210). 


3 pavyzdys. Iš dėžės, kurioje yra 7 standartinės ir 3 nestandartinės de- 
talės, atsitiktinai išimama viena detalė. Apskaičiuokime tikimybę, jog bus 
paimta nestandartinė detalė (įvykis 4). 


A O=([0;: j=110), A= [0 ,0,,,0,,) 
Pus Aa 3 ga, 
[o] i į 


Klasikinį tikimybės skaičiavimo algoritmą iliustravome elementariais 
pavyzdžiais. Sudėtingesniais atvejais tektų vartoti kombinatorines gretinių, 
kėlinių ir derinių sąvokas. 

Pateiksime keletą sudėtingesnių klasikinės tikimybės skaičiavimo pa- 
vyzdžių. 
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4 pavyzdys. (Negrąžinamoji atranka.) Iš dėžės, kurioje yra M baltų ir N — 
— M juodų rutulių, atsitiktinai ištraukiama 7 rutulių. Apskaičiuokime tikimybę, 
jog tarp 7 ištrauktų rutulių yra 72 baltų (įvykis A). 

A Rutulius sunumeruokime nuo 1 iki M. Elementariaisiais įvykiais lai- 
kysime bet kuriuos A rutulių aibės elementų derinius. Tada visų galimų atvejų 


skaičius || = C4. Įvykiui A palankius atvejus sudarys tie elementariųjų įvykių 
rinkiniai, kurie susideda iš 77 baltų ir 7 — 22 juodų rutulių. Palankių atvejų 
skaičius |4|= Ci; CyZp - Įvykio A tikimybė 


P( 4) S CuCy- M : 
Cy 


čia baltų rutulių skaičius 77 < min( M, n). 

Šis tikimybinis dėsnis vadinamas hipergeometriniu. 

Atkreipiame dėmesį į tai, jog tikimybę galima apskaičiuoti ir pagal tokią 
formulę: 


mzr-M-m 
(p Cy -n 


M 
Cy 


P(4)= 


Paaiškinkite kodėl. A 

Išsprendėme būdingą tikimybių teorijos uždavinį: remdamiesi žiniomis 
apie visumą (dėžės sudėtį), darome išvadą apie jos dalį (imtį). Priešingas 
uždavinys — išvadų apie visumą sudarymas žinant imtį — yra matematinės sta- 
tistikos uždavinys. 


5 pavyzdys. (Grąžinamoji atranka.) Sakykime, dėžės sudėtis yra tokia pat, 
kaip ir 4 pavyzdyje, tačiau 7 rutulių imtį sudarome tokiu būdu: iš dėžės atsitik- 
tinai išimame vieną rutulį, įsidėmime jo spalvą, paskui tą rutulį dedame atgal į 
dėžę, 0 iš jos vėl traukiame antrą rutulį ir t. t. Kokia tikimybė, kad imtyje yra m 
baltų rutulių (įvykis 4)? 

A Elementariųjų įvykių skaičius [9] = N" . Įvykiui A palankių elementa- 
riųjų įvykių skaičius |4|= CM" (N - MY". 


CA N-M nm m n-Mm 2 
2 A „m=0,n. 


Gavome binominį tikimybinį dėsnį. A 
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Klasikinis matematinis modelis apibūdina svarbią, tačiau siaurą atsitik- 
tinių reiškinių klasę. Jo ribotumą salygoja minėti du postulatai. Iš dalies šio 
ribotumo galime išvengti apibendrindami klasikinę schemą tokiu būdu. Tar- 
kime, kad elementariųjų įvykių erdvė €2 yra diskrečioji (nebūtinai baigtinė). 
Kiekvienam elementariajam įvykiui 0; priskiriame tikimybę P(0)) (/ Z I), ten- 
kinančią normavimo sąlygą V P(o;) =1. Žinome, jog bet kuris įvykis A yra 

o; į 
€2 poaibis. Jo tikimybe vadinsime elementariųjų įvykių, sudarančių įvykį A, 
tikimybių sumą: 


6 = Žo | 
0;eA 


Iš šio apibrėžimo išplaukia klasikinė tikimybės traktuotė: imkime baig- 
tinę erdvę £€2 ir pasinaudokime simetrijos principu. 

Kitame skyrelyje pabandysime išplėsti klasikinį apibrėžimą, pritaikydami 
jį nediskrečiajai schemai. 








1.6. Geometrinis metodas 


Klasikinėje schemoje įvykio A tikimybę išreiškėme elementariųjų įvykių 
tikimybėmis: sudėjome visų vienodai galimų elementariųjų įvykių, sudarančių 
A, tikimybes. Kai €2 nėra baigtinė, toks algoritmas beprasmis, nes tada kiek- 
vieno O tikimybė P(0) = 0. Apibendrindami elementariųjų įvykių vienodo 
galimumo principą nediskrečiosioms erdvėms, tikimybę apibrėšime geomet- 
riniu būdu. 

Elementariųjų įvykių erdve €2 laikysime Euklido erdvės R" (čian= I, 2, 
3) baigtinio mato (ilgio, ploto, tūrio) sritį, o elementariuoju įvykiu — bet kurį 
atsitiktinai pasirinktą €2 tašką. Atsitiktinių įvykiu laikysime išmatuojamą (tur- 
intį ilgį, plotą, tūrį) erdvės €2 poaibį 4. Sakysime, jog įvykis 4 įvyko, jeigu 0 
e 4. 

Vienodo galimumo principą siejame ne su atskirais elementariaisiais 
įvykiais, bet su sritimis: galimybės atsitiktinai pasirinkti tašką iš sričių, tur- 
inčių vienodą matą, yra vienodos. 

Tarkime, kad šis principas galioja. Tada įvykio A tikimybė 





čia || - srities 4 matas. Vadinasi, geometriniu būdu apibrėžta tikimybė yra 
ilgių, plotų arba tūrių santykis. 


„- 
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Šis apibrėžimas — tai klasikinio apibrėžimo plėtinys, pritaikytas begali- 
niams (nediskretiesiems) modeliams. Jis yra aksiominio apibrėžimo atskiras 
atvejis. Įsitikinkite. 

Pateiksime keletą atsitiktinio eksperimento geometrinių modelių pavyz- 
džių. 


1 pavyzdys. Atkarpoje 4B atsitiktinai pažymimas taškas C. Apskai- 
čiuokime tikimybę, kad to taško atstumas iki taško 4 bus ne mažesnis už dvi- 
gubą atstumą iki taško B. 


A O=(o: oe AB), A= (o: |AC| 2 2|BC|) . Tada tikimybė 


2 pavyzdys. (Susitikimo uždavinys.) Du studentai susitarė susitikti tarp 
vidurnakčio ir 7 valandos. Jie nutarė, kad pirmasis, atėjęs į sutartą vietą, lauks 
ne ilgiau kaip T valandos. Kokia tikimybė, kad studentai susitiks? 

A Sakykime, x — pirmojo studento atėjimo į sutartą vietą laiko momen- 
tas, y — antrojo. Tada (2 pav.) 


O=(o0=(x;y): 0<x<T, 0OSy<T); 
A=[O=(x; y): |y->|< 1). 


Tikimybė susitikti 





Jeigu, pavyzdžiui, 7= 1 h, o T = 20 min, tai P(4) = Ž. Tokį eksperi- 


mentą kartojant daug kartų, sėkmių skaičius turėtų būti šiek tiek didesnis už 
neįvykusių susitikimų skaičių. A 

Galimos įvairios fizikinės šio uždavinio traktuotės. Pavyzdžiui, laiko 
tarpą T atsitiktiniais momentais priimami du signalai. Jeigu laiko tarpas tarp jų 
priėmimo momentų ne didesnis už T, signalai neužregistruojami. Kokia yra 
signalo praradimo tikimybė? 


3 pavyzdys. Kvadratinės lygties x* + 2px + g = O koeficientai atsitiktinai 


parenkami iš atkarpos [-1, 1]. Kokia tikimybė, jog lygties sprendiniai bus rea- 
lieji? 
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A 0-=(0=(p; 4): |p|<!, |g|<Ų), 


A=(o=(p:4): p"- 420). 


Kadangi [9] =4(3 pav.) ir 





1 
(27 „8 
|Ą- J (-Ddp==, 


tai tikimybė P( 4) = Ė „A 3 pav. 


Baigdami skyrių, atkreipsime dėmesį į tai, kad atsitiktinio eksperimento 
klasikiniame ir geometriniame modelyje nurodytas algoritmas, pagal kurį 
įvykio tikimybės skaičiuojamos neatliekant eksperimentų. Tai šių modelių 
privalumas. Tačiau jie turi ir ttūkumų. Visų pirma, šie modeliai grindžiami 
intuityviai apibūdintu vienodo galimumo principu. Remdamiesi tokia negriež- 
tai nusakyta sąvoka, negalime kurti matematinės teorijos. Antra vertus, šie 
modeliai apibūdina tik siaurą atsitiktinių reiškinių (simetriškų) klasę. Tolesnės 
išvados bus grindžiamos aksiomų sistema, kuri neturi tokių trūkumų. 


Uždaviniai 


1. Simetriška moneta metama tris kartus. Sudarykite šio eksperimento 
matematinį modelį (€2,.-7, P). Nustatykite, kiek įvykių yra algebroje 7: Ap- 
skaičiuokite įvykių 

A= [metant antrą kartą, atvirto herbas), 

B= [metant trečią kartą, neatvirto herbas), 

C= (nors vieną kartą atvirto herbas] 


tikimybes. 


2. Lošimo kauliukas metamas du kartus. Sudarykite šio eksperimento 
matematinį modelį. Nustatykite, kiek įvykių yra algebroje 7. Apskaičiuokite 
įvykių 

A= (atvirto vienodas skaičius akučių), 

B= (atvirto ne mažiau kaip 11 akučiųį, 

C= (fatvirtusių akučių sandauga yra nelyginis skaičiusį, 

D= (atvirtusių akučių didžiausioji reikšmė ne mažesnė už 5), 

E = (atvirto didžiausią tikimybę turinti suma) 


tikimybes. 
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3. Dėžėje yra 6 rutuliai: 3 balti, 2 juodi ir 1 mėlynas. Iš jos atsitiktinai iš- 
traukiami trys rutuliai (negrąžinamoji atranka). Apibrėžkite elementariųjų įvy- 
kių tikimybes. Nustatykite, kiek įvykių yra algebroje.7: Apskaičiuokite įvykių 


A= (ištraukti tik balti rutuliai), 

B = (ištraukti du balti rutuliai ir vienas juodas rutulysį, 
C= (ištraukti skirtingų spalvų rutuliai], 

D = (ištrauktas nors vienas juodas rutulysį, 

E = (neištraukta nė vieno juodo rutulio) 


tikimybes. 


4. Atsitiktinai išrinktos šešios žodžio KILOMETRAS raidės sudedamos 
į eilę viena paskui kitą. Apskaičiuokite tikimybę, kad įvyks įvykiai A = (gau- 
namas žodis KELIAS) ir B = (gaunamas pirmųjų šešių raidžių rinkinys). 


5. Raidės A, I, T, I, I, K, N, S, S, T, T, T atsitiktinai sudedamos į eilę. 
Kokia yra tikimybė iš jų sudaryti žodį ATSITIKTINIS? 


6. Telefono numeris sudarytas iš šešių skaitmenų. Kokia tikimybė, kad: 
a) visi jo skaitmenys yra skirtingi; 

b) telefono numeris yra lyginis; 

€) pirmieji penki jo skaitmenys yra skirtingi, o numeris — lyginis; 

d) telefono numeris dalijasi iš penkių? 


7. Tvenkinyje plaukioja 10 karpių. 4 iš jų buvo sugauti, pažymėti ir 
paleisti atgal į tvenkinį. Antrą kartą sugauti 7 karpiai. Kokia tikimybė, kad 
antrą kartą: 

a) sugauti trys žymėtieji karpiai; 

b) sugautas nors vienas žymėtasis karpis; 

€) sugauti visi karpiai yra nežymėtieji; 

d) sugauti visi nežymėtieji karpiai? 


8. Apskaičiuokite tikimybę atspėti 72 skaičių, užpildžius vieną loto 6 iš 48 
kortelę. Išnagrinėkite atvejus 22 = O ir m = 6. 


9. Sandėlyje yra 20 pirmosios rūšies detalių, 6 — antrosios rūšies ir 4 — 
trečiosios rūšies. Kokia tikimybė, kad atsitiktinai atrinktos dvi detalės yra 
skirtingų rūšių? 


10. 100 gaminių siuntos 5 gaminiai yra nestandartiniai. Kokybės kon- 
trolieriai atsitiktinai patikrina pusę siuntos ir, radę nors du nestandartinius gamin- 
ius, siuntą išbrokuoja. Kokia tikimybė, kad minėta siunta nebus išbrokuota? 

Pastaba. Kai didelis, pasinaudokite Stirlingo aproksimacija 


n-=n"e" I 2nn. 
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11. Iš dėžės, kurioje yra 27 baltų ir 27 juodų rutulių, ištraukiama 27 rutu- 
lių (grąžinamoji ir negrąžinamoji atranka). Kokia tikimybė, kad imtyje bus 
vienodas skaičius baltų ir juodų rutulių? Remdamiesi Stirlingo formule, ap- 
skaičiuokite apytikslę tikimybės reikšmę, kai 2 = 25 ir kai n = 50. 


12. Lošimo kauliukas metamas 7 kartų. Apskaičiuokite tikimybę, kad: 
a) nors vieną kartą atvirs šešios akutės; 

b) vieną kartą atvirs šešios akutės; 

c) atvirtusių akučių suma bus didesnė už 67 — I. 


13. M operatorių, iš kurių dvi yra naujokės, atsitiktinai susėda prie ratu 
sustatytų displėjų. Kokia tikimybė, kad naujokės sėdės greta? Kaip pasikeis ši 
tikimybė, jei displėjai bus sustatyti ant stačiakampio stalo ir operatorės susės iš 
vienos stalo pusės? Kokia tikimybė, kad šiuo atveju tarp naujokių sėdės viena 
patyrusi operatorė? 


14. Atkarpoje atsitiktinai pažymimas taškas. Kokia tikimybė, kad jo 
atstumas iki atkarpos vidurio bus didesnis už trečdalį atkarpos ilgio? 


15. Atkarpoje [0, 1] atsitiktinai pasirenkami skaičiai a ir b. Kokia tiki- 


Ja 


mybė, kad determinantas bus neneigiamas? 


b 
Ja| 








16. Taikinys sudarytas iš 10 koncentrinių skritulių, kurių spinduliai 
R. < R, <...< Rg. A, = (pataikyta į spindulio R; skritulįį, k = 1,10 „Ką reiškia 
įvykiai 

A=AU4A,U4A5, B= 45014, A4f1 45, 

C= (4, U45)N A, D= 4; (4, U 4;), 

E=4, (4 14;), F=(AĄ U4;)V 4;? 

Taikinyje atsitiktinai pažymimas taškas. Kokia tikimybė, kad įvykiai A, 
B, C, D, E, F įvyks? 


17. Atsitiktinai pažymimi trys apskritimo taškai A, B ir C. Kokia tiki- 
mybė, kad trikampis 48C yra smailusis? bukasis? statusis? 


2 2 32 
18. Elipsoido r viduje pažymimas taškas. Kokia tiki- 


mybė, kad jis pateks į rutulį x* + y“ + 77 < 47 
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PAGRINDINĖS TIKIMYBIŲ TEOREMOS 


Šiame skyriuje įrodysime teoremas, kurios supaprastina sudėtingų 
įvykių tikimybių skaičiavimą. Jos išplaukia iš tikimybių teorijos aksiomų. 
Be to, tarsime, jog teorinis eksperimento modelis, arba tikimybinė erdvė 
(0, F, P), yra fiksuota, t. y. visi nagrinėjami įvykiai ir jų tikimybės yra iš 
tos pačios erdvės. 


2.1. Tikimybių sudėties teorema 


Kai įvykiai A ir B yra nesutaikomi, galioja adityvumo aksioma: 
P(4AUB8)= P(4)+ P(B). 


Įrodysime bet kokių (nebūtinai nesutaikomųjų) įvykių A ir B tikimybių 


sudėties teoremą. 
1 teorema. Dviejų įvykių sąjungos tikimybė lygi tų įvykių tikimybių su- 
mos bei įvykių sankirtos tikimybės skirtumui: 


P(4AUB)= P(4A)+ P(B)-P(41 B). 


A Bet kuriems įvykiams A ir B (4 pav.) teisinga lygybė 
AUB= AU(B 441 B)). 


Įvykiai A ir BV(A f] B) yra nesutaikomi, to- 
dėl, pagal 3 aksiomą, 


P(4U(BMANB)Y= "—— B 
= P(4) + P(B MAN B)). 
ANnB 
Kadangi 4f)BcC B,tai 
4 pav. 


P(4AUB)=P(4)+P(B)-P(A1B) 


(žr. 1.4 skyrelio 2 išvadą). Adityvumo aksiomos plėtinys įrodytas. A 
Šią teoremą galima apibendrinti imant bet kurią baigtinę įvykių seką 4;, 
Ax, ..., As. 
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n 


2 teorema. i[š A, | VPS) - YP(4, 4) + 
j=| 


j=l j<k 


+ VP(A/N4,14,) -+(-)""P 4, 
A Oa taikant indukcijos metodą ir ka, 48 I teorema. Pateiksime 
įrodymą, imdami tris įvykius: A;, 43 ir A3. 
P(A, U 45 U 45) = P((A, U 45) U 44) = P(4, U 45) + P( 45) —P((4, U 
U45)14;)= P(A,)+ P(4;)-P( A, 145)+ P(45)- P(A, 145)- 
—P(45 145) +P((4, 145) N(45 1 45))= P(A,) + P(45)+ P( 45) 
-P(4 145) -P(4 145) -P(45 145) +P(A 145145). A 


Išvada. P(4, U 4; U...U 4,)< P(4,) + P(4;) +...+ P(4,). 
Jos įrodymas išplaukia iš 1 teoremos ir indukcijos. 
Išspręsime keletą pavyzdžių. 


1 pavyzdys. Dėžėje yra 10 iš eilės sunumeruotų rutuliukų. Atsitiktinai 
ištraukiamas vienas jų. Kokia tikimybė, kad to rutuliuko numeris dalijasi iš 2 
arba iš 37 

A O0= (0,05... 016] 

A, = Įrutuliuko numeris dalijasi iš 2) = (05, 04, 04, 05, 00), 

A3= frutuliuko numeris dalijasi iš 3) = (03, 06, 091. 

Šie įvykiai yra sutaikomi, nes 

A, 1 43= (rutuliuko numeris dalijasi iš 2 ir iš 33 = (05). 


Iš tikimybių sudėties teoremos, remdamiesi klasikiniu apibrėžimu, gau- 
name: 
|4| [4] |4 1 45| 


P(A U45)= Pla) + P(4) PAN 4)= aa Ta 





2 pavyzdys. Du objektus jungia trys ryšio kanalai. Kiekvieno kanalo 
veikimo tikimybė lygi p,, dviejų kanalų — p>, visų trijų kanalų — p+. Apskai- 
čiuokime tikimybę, jog veiks nors vienas kanalas (įvykis 4). 

A 4;= įveikia j kanalų); čia /= 1, 2, 3. 
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Iš 2 teoremos išplaukia, kad 
P(4)= P(4, U 4; U 45)= Cip, = Cp> + Ci p3 
Taigi P(4)= 3p, —3p; + p>. Atkreipkite dėmesį, jog p; <p> <p,. Kodėl? A 


3 pavyzdys. (Sutapimo uždavinys.) Parašyta 7 laiškų, jie sudėlioti į vo- 
kus, o ant šių atsitiktinai užrašyti reikiami adresai. Kokia tikimybė, kad nors 
vienas laiškas bus išsiųstas reikiamu adresu? 

A /A;= [j-tasis laiškas bus išsiųstas reikiamu adresu); čia = I,n. 

Vienodai galimų keitinių skaičius yra !, o įvykiui A; palankių keitinių 
skaičius — (2 — 1)!. Tuomet 

—1)! 1 

P(4;)= nė) S =-, j=|,n. 


n n 





Įvykio A; MA, = (/-tasis ir k-tasis laiškas bus išsiųstas reikiamu adresu), 
kai / * k, tikimybė 


P(a,Na= 2 1 


n n(n-l) 








Analogiškai 
—3)! l 
PA, Na na, = 2 


=—, jžkžm, 
n n(n-|)(n-2) 





E a ia 


n n 


Sutaikomiesiems įvykiams 4;, 45, ..., 4, pritaikę 2 teoremą, gauname: 








PJ, S) K — 5 sis 
i n n(n-1) n(n-|)(n—2) n 
1 
ststai a „E, 
2 3! n 
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Vietoj laiškų imdami sunumeruotus nuo 1 iki 7 rutulius, sutapimo uždav- 
inį perfrazuokite ir išspręskite, kai atranka yra grąžinamoji. Palyginkite tiki- 
mybes, kai 17 > =. 


3 teorema. Jei įvykiai A, A5, ..., A, sudaro pilnąją įvykių grupę, tai 
VP(4;) =1. 
j=| 
A Įrodymas išplaukia iš sąryšių 
n 
U4,=2, 4 14-90, jak, 


j= 


reikia tik atsižvelgti į 2 ir 3 aksiomą. A 

Praktikoje, kai sutaikomųjų įvykių skaičius didelis, tikimybių sudėties 
teoremą taikyti sudėtinga, nes tenka daug skaičiuoti. Nurodysime įvykių są- 
jungos tikimybės skaičiavimo algoritmą, neturintį šio trūkumo. 


4 teorema. Bent! vieno iš įvykių A,, Ap, ..., A, pasirodymo tikimybė 
n L AE 

P||J4; |=1-P| [4 |- 
j= j=l 


A Jos įrodymas išplaukia iš Morgano formulių: 


Baigdami skyrelį, pabrėšime, jog tikimybinė erdvė (62, F, P) yra fiksuota. 
Priešingu atveju galime gauti paradoksalių išvadų. 


Pavyzdys. Vilniuje ir Londone tuo pačiu metu vyksta teniso turnyrai. Ti- 
kimybė, kad žaidėjas, gyvenantis Kaune, gali iškovoti pirmąją vietą Vilniaus 
turnyre, P(V) = 0,6, tuo tarpu Londono turnyre — P(L) = 0,9. Kokia yra tiki- 
mybė šiam žaidėjui iškovoti pirmąją vietą? 

A Atrodo logiška, kad ši tikimybė 


P(VUL)= P(V) + P(L). 


Tačiau tada P(VU L) = 1,5! Kodėl gavome tokį absurdišką rezultatą? A 
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2.2. Sąlyginės tikimybės 


Sakykime, atsitiktinio eksperimento matematinis modelis yra sudarytas. 
Kartu apibrėžta kiekvieno atsitiktinio įvykio A tikimybė P(4), kuri šiame 
modelyje nekinta. Ją vadinsime besąlygine tikimybe. Tarkime, kad, atlikus 
eksperimentą, įvyko įvykis B. Ši nauja informacija gali pakeisti įvykio 4, jei jis 
susietas su B, tikimybę. Išnagrinėkime pavyzdį — radijo lempos ilgaamžiškumo 
tyrimą. Pažymėkime įvykį: 

A= (radijo lempa nesugedo per laiko tarpą [0, 7]). 

Sakykime, įvykio 4 besąlyginę tikimybę P(4) žinome. Toliau tarkime, 
kad įvyko įvykis B = (radijo lempa nesugedo per laiko tarpą [0, T,]į; čia 
T,< T (5 pav.). Papildoma informacija (įvyko B) keičia tikimybę P(4): gau- 
name sąlyginę įvykio A tikimybę, kai įvyko B. Ją žymėsime P(4/B) arba P5(A). 

Kaip apskaičiuoti sąlyginę įvykio tikimybę? 

Iš pradžių aptarsime statistinį jos skaičiavimo metodą, vėliau — geomet- 
rinį, galiausiai sąlyginę tikimybę apibrėšime aksiominiu būdu. 

Sakykime, atlikome 7 eksperimentų (ištyrėme 7 radijo lempų). Įvykis B 
įvyko k(B) kartų. Iš k(B) eksperimentų su įvykiu B k(A (18) kartų įvyko ir įvy- 
kis A. Tada įvykio A, kai įvyko įvykis B, santykinis dažnis 


(418) - (48) 
k(ANB „  W(ANDB 
MA oj TAB r) 


n 


Kai eksperimentų skaičius 7 yra didelis, santykiniai dažniai artimi tiki- 
mybėms. Vadinasi, šią lygybę galime interpretuoti kaip sąlyginės tikimybės 
P(4/B) įvertį. 

Pabandykime geometriniu būdu sukurti sąlyginės tikimybės skaičiavimo 
algoritmą. Sakykime, statistinio eksperimento erdvė €2 sudaryta iš neskaiči- 
osios aibės elementariųjų įvykių (6 pav.). Tarkime, kad įvykis B įvyko, t. y. 


2 Ją [ę) A B 
ADB 
5 pav. 6 pav. 
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atsitiktinai parinkome tašką 0 < B. Įvykis A įvyks, jei 0 < 4f)B. Pagal ge- 
ometrinį tikimybės apibrėžimą, 





48 
„MB [6] P(4NB) 
BE a BS Bl 
Iš 


Taigi siauroje atsitiktinių įvykių klasėje (vienodo galimumo principas) 
sudarėme sąlyginių tikimybių skaičiavimo taisyklę. 

Iš šių samprotavimų aiškėja aksiominis sąlyginės tikimybės apibrėžimas. 

Apibrėžimas. Įvykio A sąlygine tikimybe, kai įvyko įvykis B, vadiname 
įvykių A ir B sankirtos bei įvykio B tikimybių santykį: 


Pl | p)- ED) kai P(B) * ž 


Analogiškai P(B| 4)= 








P(ANB) 
P(4) 
Iš sąlyginės tikimybės apibrėžimo išplaukia, kad 

P(4|0)=P(4) ir P(4|4)=1. 


1 pavyzdys. Iš 10 kortelių, sunumeruotų nuo I iki 10, atsitiktinai ištrau- 
kiame vieną. Kokia tikimybė, kad ant ištrauktos kortelės bus parašytas: 

a) nelyginis skaičius (įvykis 4); 

b) pirminis skaičius (įvykis B); 

c) nelyginis skaičius, jei žinome, kad ta kortelė yra su pirminiu skai- 
čiumi? 

A O0-= (0,0),..., 001, 


„kai P(4A)+*0. 


A= (0), 03, 05, 02, 009), 
B= (05,05, 05, 05). 
Besąlygines 2 S remdamiesi klasikiniu apibrėžimu: 
A B 
Aaa LE, 
o] 10 2 o] 105 
Toliau tarkime, kad kortelė ištraukta, 0 ant jos parašytas pirminis 
skaičius. Ši papildoma informacija keičia įvykio 4 tikimybę. Žinome, jog iki 
eksperimento kortelės numeris priklauso aibei 62, o po eksperimento — šios 
aibės ga B pi Gauname naują ia įvykių 





P(0; )= P(o; )= P(os )= P(05)== 
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Šios erdvės bazėje įvykio 4 tikimybę apskaičiuojame klasikiniu metodu: 
3 
P(4|5)=Plo;,05,07)=7. 


Pradinės elementariųjų įvykių erdvės €2 bazėje sąlyginę tikimybę ap- 
skaičiuojame remdamiesi jos apibrėžimu: 


3 
P(A| p)- E) 193 JA 
10 


Taigi skaičiai P(4) ir P(4/B) apibrėžia įvykio A tikimybes skirtingose 
erdvėse: (O, F, P) ir (O", F“, P“). Antroji tikimybinė erdvė gaunama iš pir- 
mosios: 2" = B, įvykių algebra F“ sudaroma iš algebros F įvykių ir B sankir- 

S |AN BĮ LAA 
tos, o tikimybė P = P(4 | B) = CES Naujoji tikimybinė erdvė (B, Ff1B, 
P“) yra patikslintas eksperimento modelis. 

Spręsdami uždavinius, galime taikyti du sąlyginių tikimybių skaičiavimo 
algoritmus: 

+ sudaryti naują tikimybinę erdvę (02, F“, P“) ir tiesiogiai apskaičiuoti 
tikimybę P“ toje erdvėje; 

+ nekeisti erdvės 62 ir apskaičiuoti sąlyginę tikimybę P(A | B), remian- 
tis jos apibrėžimu. 

Toliau taikysime antrąjį sąlyginės tikimybės skaičiavimo algoritmą. 

Pastebėsime, jog sąlyginės tikimybės tenkina visas tris tikimybių aksio- 
mas. Įsitikinkite. Vadinasi, išvados, kurias priėjome nagrinėdami besąlygines 
tikimybes, galioja ir sąlyginėms tikimybėms. 

Pateikiame dar vieną sąlyginių tikimybių skaičiavimo pavyzdį. 


2 pavyzdys. Elektrinė grandinė sudaryta ] 
iš trijų elementų (7 pav.). Tikimybė, kad, su- 
jungus šią grandinę, elementai praleis elektros 
srovę, lygi 0,5. Tokia pat yra ir tikimybė, kad Ž 
šie elementai nepraleis elektros srovės. Yra Ži- 
noma, jog srovė grandine teka. Kokia tikimybė, 7 pav. 
kad ji teka / šaka? 2 šaka? 

A Kadangi elektrinė grandinė sudaryta iš trijų elementų ir kiekvienas jų 
gali būti dvejopos būsenos, tai grandinės būsenų skaičius lygus 27 = 8. Pažy- 
mėkime įvykius: 

A= (grandinė praleidžia elektros srovę), 

Aj = ([j-toji grandinės šaka praleidžia elektros srovę); čia j= I, 2. 
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Kadangi 4; C A, tai 
4 1 
P(ANA, ĮEBA => 


8 
22 
P(4f14,)=P(4;)===-; 
(1N45)=P(44)=2-1 
5 
be to, P(4) = 3 
Pasinaudoję sąlyginės tikimybės apibrėžimu, gauname: 
P(A, | 4)= 


4 2 
==, P(4A,|4)=2==. A 
= (4; | A) - 


„BI LNINI 
„BMI LILEBI| 


2.3. Tikimybių daugybos teorema 
Iš sąlyginės tikimybės apibrėžimo 


P(A | p)- PAB) P(B | 4)= t 


P(B) 


išplaukia svarbi tikimybių daugybos teorema. 
1 teorema. Dviejų įvykių sankirtos tikimybė lygi vieno įvykio tikimybei, 
padaugintai iš kito įvykio sąlyginės tikimybės: 


P(ANB)=P(4)P(B| 4)= P(B)P(4| B), 
kai P(4)+ Oir P(B)+0. 


Šią teoremą apibendrinsime indukcijos metodu. 
2 teorema. Visų įvykių Aj, Ap,...,A, pasirodymo tikimybė 


P(4,,45,---,A,)= P(4, )P(45 | A, )..-P(4,|A, N45 < 14,1), 

kai P(A, 145 1. NA, ,)*0, n>1. 
A Kain= 2, šios teoremos teiginys sutampa su 1 teoremos teiginiu. 
Tarkime, jog 2 teorema yra įrodyta, kai įvykių skaičius lygus 7 — 1. Tada 


n įvykių atveju teorema išplaukia iš indukcijos prielaidos ir 1 teoremos, kurioje 
A= A 1451-14, ,„B=4A,. A 
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1 pavyzdys. Dėžėje yra vienas baltas rutulys ir trys juodi. Iš jos atsitik- 
tinai ištraukiami du rutuliai. Kas labiau tikėtina: ištraukti du juodus rutulius 


(įvykis 4) ar vieną juodą ir vieną baltą (įvykis B)? 
A Atrodo, jog labiau tikėtinas įvykis A, nes juodų rutulių dėžėje yra tris 


kartus daugiau. 
Galimi įvairūs imčių ma būdai. 








Mea 
a G 2 
„IB| GC i 

"a" 27 


2. Rutuliai traukiami po vieną. Pažymėję 
= fpirmasis ištrauktas rutulys yra juodas], 
A; = Įantrasis ištrauktas rutulys yra juodasį, 
iš tikimybių daugybos teoremos gauname: 
l 


2 
P(4)= P(A, 1 4;)= P(AJP(4, | 4)=2: =: 
43 2 
Pažymėję 
B, = (pirmasis ištrauktas rutulys yra baltas), 
B, = (antrasis ištrauktas rutulys yra baltas), 
turime: 
P(5)= P((4, 1B;)U (B; 1 4;))= P(A, 1 B85)+P(B 1 45)= 
l 
= P(4,)P(B; | 4,)+ P(B,)P(4; | B, j*5 
Taigi abiem būdais sudarydami imtis, gauname tą patį rezultatą: įvykiai A 
ir B yra vienodai tikėtini, nes P(4) = P(B). Aprašytus imčių sudarymo būdus 


vadiname negrąžinamosiomis atrankomis. 
3. Rutuliai traukiami po vieną, tačiau pirmasis ištrauktas rutulys dedamas 


atgal į dėžę ir paskui traukiamas antrasis rutulys. Tai grąžinamoji atranka. 


Šiuo atveju 
33 9 
PLO= PA ias js Ža, 
PATS 44 16 
P(5)=P((4 NB,)U(514,))=2-14 1.2 — 
44 44 
ir įvykis A yra labiau tikėtinas. A 
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2 pavyzdys. Raides A, A, A, M, M, T, T, K, I, E atsitiktinai rašome vieną 
šalia kitos. Kokia tikimybė, kad sudėsime žodį MATEMATIKA? 
A Iš pradžių šį uždavinį sprendžiame remdamiesi tikimybių daugybos 
teorema (negrąžinamoji atranka, rašome po vieną raidę): 
122111 312! 
P(MATEMATIKA) = 232122111 „„ 2312! 
1098765432 10! 
Tada tikimybę apskaičiuojame taikydami klasikinį jos apibrėžimą (ne- 
grąžinamoji atranka): 
1312! 
P(MATEMATIKA) = BB | : 
mn 10! 151200 
Didžioji studentų dalis gali būti rami: neįtikėtina, kad, atliekant eksperi- 
mentą, pavyks sudėti šį „siaubingą“ žodį. A 





2.4. Pilnosios tikimybės formulė. Bejeso 
teorema 


Iš tikimybių sudėties ir daugybos teoremų išplaukia labai svarbus prakti- 
kai ir tolesniam kursui teiginys — pilnosios tikimybės formulė. 

1 teorema (pilnosios tikimybės formulė). Jei įvykiai Hj, H2, ..., H, su- 
daro pilnąją įvykių grupę, tai bet kurio įvykio A tikimybė 


P(4)= V P(H;)P(4|H;), 
j=l 





kai P(H;)*0,j=1,n. 
n n 
A Aišku, kad 4= AN2=AN| UA; | ANA;. 
j=1 j=1 
Kadangi su visais j * k 


(ANHDNANHŲ=(ANANCEHNH,)= AN8=8, 


tai, remdamiesi adityvumo aksioma, gauname: 


n n 

Ras anu, | Žrunmo 
j=I j=l 

Belieka pritaikyti tikimybių daugybos teoremą: 


P(A)= XS PUH)P(A|H,). A 


j=| 
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Įvykiai (H, j =1,n) yra tikimybinio eksperimento sąlygų prielaidos. 
Todėl natūralu juos vadinti hipotezėmis. Pilnosios tikimybės formulė naudinga 
tada, kai atsitiktinių baigčių eksperimentą pavyksta suskaidyti į du etapus: 
pirmajame „sužaidžiame“ eksperimento sąlygas, antrajame — jo rezultatą. 

Pateiksime pavyzdžių. 

1 pavyzdys. Iš dėžės, kurioje yra 2 baltų ir 72 juodų rutulių, dingo vienas 
rutulys. Paskui iš jos buvo traukiamas dar vienas rutulys. Kokia tikimybė, kad 
jis baltas? 

A Pažymėkime: 

H, = (dingo baltas rutulysį, 

H, = (dingo juodas rutulys), 

A= fištrauktas baltas rutulysį. 


Tada 


n m 
P(H,)=—, P(H;)=——, 
n+mM n+x7m 


n-l1 n 
P(4|ž,)=—; P(4|H;)=—,. 
n+m-l n+m-l 


Iš pilnosios tikimybės formulės 
P(4)=P(H,)P(A| H)+P(H3) P(A| H;) 
išplaukia, kad 


n 





P(4)= 
n+m 


Įdomu pastebėti, jog tikimybė ištraukti baltą rutulį, dar nedingus pirmam 





a m as ; A sr 
rutuliui, taip pat lygi „Ji būtų tokia pat ir dingus antram, trečiam ir t. t. 
n+m 


rutuliui. Įsitikinkite. A 


2 pavyzdys. Iki rankinio turnyro pabaigos komandai reikia sužaisti dve- 
jas rungtynes, o norint laimėti čempionų vardą — surinkti du taškus (pergalė 
vertinama 2 taškais, lygiosios — 1, pralaimėjimas — 0). Kokia tikimybė koman- 
dai laimėti turnyrą, jeigu visų rungtynių baigtys (pergalė, lygiosios, pra- 
laimėjimas) yra vienodai tikėtinos? 

A Pažymėkime įvykius: 

A = (komanda tapo čempione|, 

H, = (pirmąsias rungtynes komanda laimėjo), 

H,; = (pirmąsias rungtynes ji sužaidė lygiomis), 

H, = (pirmąjį susitikimą komanda pralaimėjo). 
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Aišku, kad 


P(H,)=P(H;)= P(H;)= 


> 


LIN BI 


P(A|H,)=1, P(4|H5)= „P(A|HS)=1 


3 
P(A)= NPC P(A|H)=Š. 
j=l 


Įsigilinę į šio eksperimento būsenų sche- 
mą (8 pav.), kurioje tamsūs rutuliukai vaiz- 
duoja įvykiui 4 palankius atvejus, matome, 
kad įvykio A tikimybę galima apskaičiuoti 
klasikiniu būdu: 





6. 2 
P(4A)=-==-. 
( ) 9 3 8 pav. 


Tai padaryti mums leido vienodo galimumo principas (vienodai tikėtina 
ir laimėti, ir pralaimėti, ir sužaisti lygiomis). A 


2 teorema (Bejeso teorema). Jei galioja 1 teoremos sąlygos, tai 


ERP UIA NA 


1 


VP(H,)P(A|H,) 


k=| 





kai P(A)£0. 
A Ištikimybių daugybos teoremos 
P(H;(1A)=P(4A)P(H;| A)=P(H;)P(A| H;) 
išplaukia, kad 
P(Z-:)P(A|H; 
para ECIDPALE) 
P(4) 


Belieka pasinaudoti pilnosios tikimybės formule. A 
Bejeso teorema kartais dar vadinama hipotezių teorema. Ją galime interpre- 
tuoti šitokiu būdu. Sakykime, turime informaciją, kuri leidžia prieš eksperimentą 


apskaičiuoti hipotezių tikimybes P(HZ); čia j = 1,1. Tai apriorinės hipotezių 
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— r —————————————  —— ——————— ———— m 
= m K 


tikimybės. Atliekame eksperimentą. Įvyksta įvykis A. Kaip naujai įvertinti hipo- 
tezių tikimybes? Jų aposteriorinės (po eksperimento) reikšmės P(H; | 4) (čia j = 


=1,n ) lygios apriorinių tikimybių reikšmėms P(H), padaugintoms iš koeficiento 


P(A|H;)/ N.P(H,)P(A|H;), 

j=1 
eksperimento bazėje patikslinančio P(H;). 

3 pavyzdys. Grįžkime prie 2 pavyzdžio. Tarkime, po eksperimento 
(turnyras baigėsi) sužinome, kad komanda tapo čempione. Patikslinsime apri- 
orines hipotezių tikimybės P(//,), P(Z;) ir P(H;). 

A Dabar aposteriorinė tikimybė 


Piz |A5= „EDP E) 1. 


V P(HĘ)P(A|H,) 


k= 
Analogiškai P(H, | 4) =. P(//;| A) =. Hipotezių tikimybės galima tiks- 
linti ir toliau. A 


4 pavyzdys. Tarkime, jog 590 vyrų ir 0,25970 moterų yra daltonikai. Atsitik- 
tinai sutiktas asmuo pasirodo esąs daltonikas. Kokia tikimybė, jog tai moteris? 

A Susitarkime, kad kalbame apie vienodą skaičių vyrų ir moterų. Ap- 
tariamus įvykius pažymime raidėmis V, M ir D. Tada 


P(V)= P(M)=>, P(D|V)=0,05, P(D|M)=0,0025.. 
Mums reikia apskaičiuoti aposteriorinę tikimybę P(M| D). Iš pilnosios ti- 
kimybės formulės išplaukia, jog 
P(D) = P(V) P(D| V) + P(M) P(D| M) = 0,02625, 
o iš Bejeso teoremos 
P(M)P(D|M) 125 1 


Eujm-— = SiŽ i 
(D) 2625 21 


2.5. Nepriklausomieji įvykiai 
Nepriklausomumo sąvoka — viena svarbiausių tikimybių teorijoje. Pa- 
bandysime ją apibūdinti. Sakykime, eksperimento matematinis modelis yra (62, 


F, Plir 4e F, Be F. Jei sąlyginė tikimybė P(4| B) = P(A), t. y. jei įvykio B 
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pasirodymas nekeičia įvykio A tikimybės P(4), tai natūralu įvykį A laikyti ne- 
priklausomu nuo įvykio B. Tada iš tikimybių daugybos teoremos išplaukia, jog 
P(B|4) = P(B), t. y. įvykis B nepriklauso nuo A. Tokia simetriška atitiktis 
pavaizduota 9 paveiksle. 










P(4|B)= P(4) 


P(4f1B) = P(4) P(B) 





P(B|4) = P(B) 


9 pav. 


Šie samprotavimai leidžia natūraliai apibrėžti dviejų įvykių nepriklausomumą. 
1 apibrėžimas. /Įvykius A ir B vadiname nepriklausomaisiais, kai jų 
sankirtos tikimybė lygi tikimybių sandaugai: 


P(A1B)= P(4) P(B). 


Jeigu P(4A (B) + P(4) P(B), tai įvykius 4 ir B vadiname priklausomai- 
siais. 


1 pavyzdys. Du kartus metama simetriška moneta. Įvykiai 
H, = (herbas atvirto metant monetą pirmą kartą) 

ir 
H,; = (herbas atvirto metant monetą antrą kartą) 

yra nepriklausomieji, nes 


P(H, 1 H;)= =P(H,)-P(H;). 


NI- 


A 
4 2 
2 pavyzdys. Iš 36 kortų malkos traukiama viena korta. Įvykiai 


A= (ištrauktas tūzas] 


B= (ištraukta juodos spalvos korta) 
yra nepriklausomieji, nes 


PUANB)=2= T, PT 


| 
> 8 P(B)= 
36 18 36 9 (B) 


1 

2 

P(4f1B) = P(4) P(B). 

Įdomu tai, kad, nedaug pakeitę fizinį modelį, pavyzdžiui, įdėję vieną pa- 


pildomą kortą, gautume: P(4A (B) £ P(4) P(B), taigi įvykiai A ir B būtų pri- 
klausomi. Įsitikinkite. 


42 


3 pavyzdys. Vienetiniame kvadrate (10 pav.) atsitiktinai pažymimas taš- 
kas. Apibrėžkime įvykius: 


O=[o=(x;y): 0<x<I, 0<y<lį], 


Lai "= A 
3 2 


3 
B= jo = (x; y): =<x<I, 0sysi), 
C=[0= (x;y): 0<x<I, 0<y<x). 
A Tirsime įvykių nepriklausomumą. 0 S 1-2 
Aišku, kad 3 
1 1 1 
|6|=1, |4|=>, |B|=>> |C]= 7 
Pagal geometrinį tikimybės apibrėžimą, 


ad! 


"dis 


1 
3 

ANC 
P(4ANC)= NC SON |-1 


Kadangi 
P(4ANB)= 


= ŽaLIep(BjP(O), 


tai įvykiai A ir B yra nepriklausomieji, o A ir C, taip pat B ir C- priklausomieji. A 
Pateiksime keletą elementarių teiginių. 
1 teorema. Bet kuris įvykis A ir būtinasis įvykis £2 yra nepriklausomieji. 
P(410) = P(4) = P(A) P(O). 
2 teorema. Bet kuris įvykis A ir negalimasis įvykis O yra nepriklausomieji. 
Įsitikinkite. 
3 teorema. Jei įvykiai Air B yra nepriklausomieji, tai nepriklausomieji 
bus ir įvykiai AirB Air B, Air B. 
A P(5)=P(BN(AU A) =P((ANB)U(AN B) = P(ANB) + 
+P(ANB)=P(A)P(B)+P(AN B). 
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Iš čia gauname: 
P( AN1B)= P(B)(1- P(4))= P( 4) P(B). 


Kitus du teiginius paliekame įrodyti skaitytojui. A 
Apibendrinsime nepriklausomumo sąvoką, imdami didesnį skaičių įvykių. 
2 apibrėžimas. /vykius A;, A>, ..., A, vadiname nepriklausomaisiais, jei 
P(4;, n A,, Nn. A; )= P(A,)P(A,,)---P(A; ) 


su visais 1S jį < J) <...< j,SnirmSn. 
Kai m= 2irn > 2, įvykiai vadinami kas du (poromis) nepriklausomais. 


4 pavyzdys. Taisyklingojo tetraedro sienos nudažytos taip: pirmoji — rau- 
dona spalva, antroji — žalia, trečioji - mėlyna, ketvirtoji — visomis trimis spal- 
vomis. Įvykiai 4,, 45 ir A; reiškia, jog atsitiktinai mestas tetraedras nukris 
atitinkamai raudona, mėlyna arba žalia siena. Ar priklausomi yra šie įvykiai? 

A Kadangi 


P(A)= P(45)=P(45)=== 


P(A,145)=P(A 145)=P(45145)=7=773 
=P(4,) P(4;)= P(4,) P(45) = P(4;) P( 45), 
bet 


pana nay=1411 LPA) P(45) (45), 
4 2 


tai įvykiai 4;, A; ir 4; yra poromis nepriklausomi, bet visi kartu — priklau- 
somi. A 
Kartais įvykiai gali būti kas du priklausomi, tačiau P(4NNBNC)= 


= P(4)P(B)P(C).. Tai iliustruoja 3 pavyzdys. Įsitikinkite. 


2.6. Nepriklausomieji eksperimentai. Bernulio 
formulė 


Nepriklausomumo sąvoką apibrėžėme nagrinėdami įvykius, esančius toje 
pačioje tikimybinėje erdvėje — vieno statistinio eksperimento matematiniame 
modelyje. 

Tarkime, kad atliekame du eksperimentus E, ir E, susietus su erdvėmis 


(2, R,P,) ir (02, F,, P; ). 
Sudarysime šių eksperimentų sudėtinį modelį - tikimybinę erdvę (O, F, P). 
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Elementariųjų įvykių erdve €2 imame erdvių 6, ir 625 dekartinę san- 
daugą - sutvarkytųjų porų ( 0'; 0" ) aibę: 


2=0,x0, =[o=(0;07): we O,, We O, |. 


Kai erdvė 6 yra diskrečioji, įvykių algebra (o algebra) F = Rx Ę 
susideda iš visų €2 poaibių sistemos. Ją sudaro įvykiai 


A=AĄxXA;, kai Ae k, 4,e k. 


Elementariųjų įvykių tikimybes apibrėžiame taip, kad jie būtų nepriklau- 
somieji: 


P(o)= P(0', 07)= P (0') P; (o"). 
1 apibrėžimas. Eksperimentus E, ir E; vadiname nepriklausomaisiais, jei 
P(4)= P(A, x 4;)= P (4) P (45) 


su visais įvykiais A,e Fir Are F>. 

Praktikoje tai reiškia, jog vieno eksperimento baigtys neturi įtakos kito 
eksperimento baigtims. 

Eksperimentų Ei, E,, ..., E, (čia n > 2) nepriklausomumas apibūdinamas 
analogiškai. Pabandykite. 


1 pavyzdys. Atliekami du eksperimentai: metama simetriška moneta ir 
lošimo kauliukas. Sudarykime šių eksperimentų sudėtinį modelį ir apskaičiuo- 
kime tikimybę, jog atvirs herbas ir lyginis skaičius akučių. 

A Eksperimentai E, ir £; yra tokie: 


E, : O, =(H, S)=(0;,0;), P. (0;)=—; čiai=1, 2; 


„ „" Žž 1 “ = 
Es: Op = (0, k) P. (0j)== čia j=1,6. 
Sudėtinis eksperimentas: 


E: 0=9,x9, =[0= (1;;05): i=1,2, j=1,6). 


Aibėje €2 yra 12 elementariųjų įvykių ir visų jos poaibių sistema sudaro 
sudėtinio eksperimento algebrą F = Rx K. 


„ 


Elementariųjų įvykių 0 € €2 tikimybes apibrėšime taip, kad 0); ir 0; 


būtų nepriklausomi: 


P(0) = P(0;, 05) = = PR (0;) P5(05); i=1,2; j=1,6. 


a“ - 


3 
1272 
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Toliau tarkime, kad 


A, = (vykstant eksperimentui £,, iškrito herbas) = ( 0) |, 
A; = (vykstant eksperimentui E;, iškrito lyginis skaičius akučių) = 
= (03,04, 05) . 


Įvykio 
A = A, X A; = (iškrito herbas ir lyginis skaičius akučių) = 
= (0505), (07; 04),(0,; 05)) 

tikimybę apskaičiuojame pagal klasikinį apibrėžimą: 


J „M3 | 
kis ararais is 


Lo 


Šitaip apskaičiuodami ir kitų įvykių iš F tikimybes, pagrįstume eksperi- 
mentų E, ir £; nepriklausomumą. A 

Paprasčiausia nepriklausomųjų eksperimentų schema yra Bernulio eks- 
perimentai. Apibūdinsime juos. 

2 apibrėžimas. Nepriklausomuosius eksperimentus, kurių kiekvieno metu 
gali įvykti tik įvykis A arba jam priešingas įvykis A su nekintančiomis visuose 
eksperimentuose tikimybėmis P(A) = p ir P( 4 )=1-p, vadiname Bernulio 
eksperimentais. 

Praktikoje tai reiškia, jog eksperimentai, turintys dvi baigtis (įvykius A 
ir 4), atliekami nepakitusiomis sąlygomis, taigi eksperimentai pasikartoja. 
Simetriškos monetos mėtymas, grąžinamųjų imčių sudarymas, berniukų 
gimimas, lošimas rulete, fizikinių dydžių matavimas — tai vis nepriklauso- 
mųjų eksperimentų pavyzdžiai. Detaliau išnagrinėkime grąžinamųjų imčių 
sudarymą. 

Tarkime, rinkinį sudaro A detalių. Iš jų M yra standartinės. Imtį sudarome 
taip: iš rinkinio atsitiktinai išimame vieną detalę, patikriname, ar ji standartinė, 
dedame ją atgal į rinkinį, tada eksperimentą kartojame iš naujo ir t. t. 

Taigi turime nepriklausomųjų eksperimentų schemą su dviem galimomis 
baigtimis: 4 = (išimta detalė yra standartinė) ir 4s= (išimta detalė yra nestan- 
dartinė). Tai Bernulio eksperimentų schema. Kiekvieno eksperimento metu 


tikimybės P(4) = ir P( A )=1 Zz yra pastovios. 


Sakykime, atlikome 7 Bernulio eksperimentų. Tikimybes P(4) = p ir 
P( 4) = 4 žinome. Kokia tikimybė, kad įvykis 4 įvyks k kartų? Šią tikimybę 
žymėsime P,(4). XVII a. antrojoje pusėje šveicarų matematikas J. Bernulis 
tikimybėms P,(k) skaičiuoti išvedė formulę, kuri istoriškai buvo pirmasis rim- 
tas tikimybinis modelis nepriklausomųjų eksperimentų schemoje. 


46 


Teorema (Bernulio formulė). | P,(k)= O Eg“. k= 0, n. 


A Pažymėkime įvykį: 
= (atliekant j-tąjį eksperimentą, įvyko įvykis A). 

Įvykis (atlikus 7 eksperimentų, A įvyko k kartų) įvyks tik tada, kai įvyks 
nors vienas iš šių įvykių: 

B, = A, nN4; NN. Ap O dka Na, 

B,= A 145 NN 4 Akai 4, 

B,= A 145 Ark App 4, 

Apskaičiuosime kas du nesutaikomų įvykių B; (j = 1, 8) skaičių s. Įvykio 
A pasirodymų skaičius k yra fiksuotas. Gali keistis tik įvykių (įvyko 4) ir 
(įvyko 4) išsidėstymas 7 eksperimentų serijoje. Tokių skirtingų išsidėstymų 
skaičius s = aš ė 


Iš adityvumo aksiomos išplaukia, kad 

P,(k)=P(B, UB, U...UB8,)= P(B,) + P(B;) +...+ P(B,). 

Kadangi įvykiai yra nepriklausomi, tai 

P(B;)= p'ą""*; į=1,s. 

Todėl galutinai 

Ėib=PEj=>6 27. A 

2 pavyzdys. Lošimo kauliukas metamas 10 kartų. Kokia tikimybė, kad 
šešios akutės atvirs 3 kartus? 

A Čia n=10,k=3,p= Ž, gą=1-p= : . Remdamiesi Bernulio formule, 


gauname: 


3 7 ! 7 
R.6)= CE) |š) kiss A 


6 3171 610 


3 pavyzdys. Kas labiau tikėtina: laimėti dvi partijas iš trijų ar tris iš pen- 
kių, žaidžiant su lygiaverčiu žaidėju? (Lygiosios negalimos.) 
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A Šiuo atveju p=ą-5 ir 


n(o)- G! 3 


2 


B(o)=G(1) Ž 


16 


Taigi P,(2)> P,(3). A 

Bernulio eksperimentų schemą galima apibendrinti. Sakykime, atliekant 
kiekvieną eksperimentą, gali įvykti įvykiai 4;, 42, ..., A,„, kurių tikimybės p, = 
= P(A;), ..., p„ = P(4,,) nekinta ir p, +p> +... + p, = 1. Tarkime, kad atlikome 
n tokių eksperimentų. Tikimybę, kad įvykis 4, įvyks k, kartų, įvykis 4; — k> 
kartų, ..., įvykis 4, — k, kartų, pažymėję P,(k;, ko, ..., k„), gauname apiben- 
drintą Bernulio formulę: 
! 


An: 
L L TTANA 


ki km 
P, P2 Pm > 
kaik + k +... tk, = Nn. 

Atskiru atveju 


! 
P, (k, k5)= — p pi = 


n! ki 
kik,! kin Ą) 7 


2 = P, (k, ). 


4 pavyzdys. Iš dėžės, kurioje yra 3 balti, 4 juodi ir 5 mėlyni rutuliai, atsi- 
tiktinai traukiami 6 rutuliai. Kokia tikimybė, kad bus ištraukti 2 balti, 3 juodi ir 
1 mėlynas rutulys? 

A a) Negrąžinamoji atranka (priklausomieji eksperimentai): 


"CR-C4 Ci) 3-4-5-61 


P(A -———— 
(a) C 12-11-10-9-8-7 


= 0,065... 


b) Grąžinamoji atranka (nepriklausomieji eksperimentai): 


2 3 || 
6 (3 4 5 
EO (5) (5) = 0,058... A 


2.7. Uždavinių sprendimo pavyzdžiai 
Šiame skyriuje nagrinėtos sąvokos ir teiginiai yra labai svarbūs prak- 
tikoje. Kad skaitytojas juos geriau suvoktų, išspręsime keletą uždavinių. Iš 


pradžių priminsime teiginius, kurie ypač aktualūs sprendžiant uždavinius. 


48 





Įvykių A;, 45, ..., A, sąjungos (įvyko A, arba 4;, arba ..., arba 4,) tiki- 
mybę paprasčiausia skaičiuoti, kai įvykiai yra kas du nesutaikomi. Tada nors 
vieno įvykio pasirodymo tikimybė nusakoma aksioma 


Įvykių sankirtos (įvyko 4; ir 43, ir ..., ir A,) tikimybė lengvai apskaičiuo- 
jama, kai įvykiai yra nepriklausomi: 


PI UJ4; |- X P(4;) - X P(4 45) +--+(-0"7P J 
j=l j= 


j<k 


P | ld, =1-P 12 
iš 


Skaičiavimas pagal šias formules supaprastėja, kai nagrinėjami įvykiai 
yra nepriklausomi. 
Priklausomiesiems įvykiams taikome teoremą 


n n-l 
P|f)4; |=P(A1)P(45|4,)-- P A,I[)4; 
j= 


Prie šių teiginių prijungę pilnosios tikimybės, Bejeso ir Bernulio for- 
mules, gauname puikią tikimybių skaičiavimo algoritmų puokštę. 


1 uždavinys. Du šauliai šauna į taikinį nepriklausomai vienas nuo kito. 
Pirmojo pataikymo tikimybė 0,7, antrojo — 0,8. Kokia tikimybė, kad į taikinį 
bus pataikyta? 

A Pažymėkime įvykius: 

A, = [pataikė pirmasis šaulysį, 

A;= (pataikė antrasis šaulys). 

Į taikinį bus pataikyta, jei įvyks 4, arba 4;, arba ir A,;, ir 43, t. y. jei įvyks 
nors vienas įvykis. Vadinasi, reikia apskaičiuoti įvykio 4, U 4; tikimybę. Kai 
įvykiai nepriklausomi (sutaikomi), iš tikimybių sudėties teoremos gauname: 


P(4, U 4;)= P(4, ) +P(45) -P(4,)P(4;)=0,94, 
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arba 


P(4, U4;)=1-P(4,) P( 4;)=1-0,3-0,2=0,94. 


Šį uždavinį galima spręsti ir kitu būdu. Pažymėkime: B = (į taikinį bus 


pataikyta|. Tada 


B=(A 14) U(A NN A5)U(A, 1 4;). 


Kas du nesutaikomiems įvykiams (suskliaustiems) pritaikę 3 aksiomą ir 


pasinaudoję įvykių nepriklausomumu, gauname: 


įvyki 


Tada 


arba 


P(B)= P(4, U4;)=0,7-0,2+0,3-0,8+0,7-0,8=0,94. A 


2 uždavinys. Ryšio kanalu nepriklausomai vienas nuo kito siunčiami trys 
signalai. Jų priėmimo tikimybės yra pį, p> ir p>. Kokia tikimybė, kad įvyks šie 


ai: 

A= Įbus priimti visi signalai|, 

B= (bus priimtas nors vienas signalas), 

C = Įbus priimtas vienas signalas), 

D= Įnors vienas signalas bus nepriimtasį? 


A Pažymėkime: A;= (bus priimtas -tasis signalas); čia j = I, 2, 3. 


P(A)=P(A, NA; A5)= P(A) P(45) P(45) = PiP3D3, 
P(B)=P(A, U 45 U 45) = P(4,) + P(45) + P(45) -P(4,) P(45)- 
-P(4,) P(45)-— P(45) P(4;)+ P(4,) P(45) P( 45) = 
=PžP5+P)- PIP) - PIP5— P2P5 + PiP2P3s 


P(B)=P(A, UA; U 4;)=1- P(A,) P( 45) P(4;) = 
=1-(1- p; X(1- p>)(1- p5). 

Toliau 

P(C)=P((A 145 145) U(A 1451 45) U(A, 145145) = 
=P(A 145145) +P(A 145145) +P( AAS 45) = 

= p(1-p>)1- p5)+ p5(1- p X1- P5)+ pa(1— pi )(- po), 
P(D)=P(A UA; U 45) =1-P(A UA; U 4;) = 

=1-P(4 145145)=1—-pip>p;. A 
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3 uždavinys. Iš 7 turimų raktų spynai tinka tik vienas. Jis randamas iš 
eilės taikant turimus raktus. Kokia tikimybė rasti tinkamą raktą: 

a) pirmuoju bandymu; 

b) antruoju bandymu; 

€) trečiuoju bandymu? 

A Pažymėkime: 

A;= (tinkamas raktas rastas j-tuoju bandymu?; čia j = I, 2, 3. 
Tada 

1 
P(4, )= > 


n 


P(4;)= P(A, 1 4;)= P(A,) P(A; 3=|1- 2) : 





P(4;) = P(A 14; 1 45)= P(A,) P(45 | A) P(45 | A, 1 4;)= 


(EA LE R mm 
n n-|Jn-2 A 


Taigi P(4,)= P(4)= P(4;) 





n 
Atkreipiame dėmesį į tai, kad visas šias tikimybės galima apskaičiuoti 
klasikiniu metodu, nesiremiant tikimybių daugybos teorema: 
(1-1)! 1 
non 





P(4,)= P(4;)= P(4;) = 
„Pakomentuokite. A 


4 uždavinys. Iš atsitiktinai sutiktų 
1000 studentų 500 skaito laikraštį 4, 400 — 
laikraštį B, 150 — laikraštį C. Iš jų 140 
skaito 4 ir B, 30 — Bir C, 40 - Air C, 10 - 
A, Bir C (11 pav.). Įvertinsime tikimybę, 
kad atsitiktinai sutiktas studentas neskaito 11 pav. 
nė vieno iš šių laikraščių (įvykis D). 








A Nežinomos tikimybės P(D) įvertis yra santykinis dažnis B „n- 
eksperimentų skaičius, k(D) - įvykio D pasirodymų dažnis, atlikus 7 eksperi- 
mentų. Taigi 27 = 1000 ir 

k(D)= n- (k(A)+ k(B)+k(C)-k(A B)-k(ANC)-k(BNC) + 

+k(ANBNC))=1000-(500+400+150—140-30—40+10) =150, 


W(D)= 0,15. 
Vadinasi, apie 1596 studentų neskaito nė vieno iš šių laikraščių. A 
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5 uždavinys. Metant 10 lošimo kauliukų, nors vieną kartą atvirsta šeše- 
tas. Kokia tikimybė, jog šešetas atvirs nors du kartus? 

A Pažymėkime įvykius: 

A = (šešetas atvirsta nors vieną kartą), 

B = (šešetas atvirsta nors du kartus), 

C = (šešetas atvirsta vieną kartą), 


= (metant ;-tąjį kauliuką, atvirsta šešetas!, j= 1,10. 
Apskaičiuokime sąlyginę tikimybę: 
P(5|4)- ECOB), 
P(4) 
Kadangi B=AVC,tai BC A,otada P(A f] B)= P(B). Toliau 


"ja = I]e(a 3) [) 


P(B)= io = P(4A)-P(C)= P(4)-P(A 145 Aro) — 
-P(A 145 NV Ao)---—-P(A 1451 App) = 


10 9 
12] gži, 
6 6 (6 
Galutinai 
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Tikimybių sudėties ir daugybos teoremos sėkmingai taikomos apskai- 
čiuojant sistemų patikimumą. Elemento (sistemos) patikimumu vadinsime ti- 
kimybę, kad elementas (sistema) veiks laiko tarpą . 


6 uždavinys. Sakykime, turime sistemą, sudarytą iš nuosekliai sujungtų ir 
nepriklausomai funkcionuojančių elementų 4;, 45, ..., A,. Sistema veikia, kai 
veikia visi jos elementai. Elementų patikimumas lygus p;, p, ..., p„. Apskai- 
čiuokime sistemos patikimumą. 

A 4; = (elementas 4; veikia laiko tarpą ;), 

S = (sistema veikia laiko tarpą /). 


Elementų patikimumas P(4;)= p; ;čia j = Ln. 
Pritaikę tikimybių daugybos teoremą, apskaičiuojame sistemos patikimumą: 
n n 
P(S)=PI[4; | Į] p; 
j=l j=l 
Kai elementai yra vienodai patikimi, t. y. kai p; =p2 = <. = p, p, tai 
P(S)=p". A 
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7 uždavinys. Sakykime, 6 uždavinio sąlygoje aprašytą sistemą sudaro ly- 
giagrečiai sujungti elementai. Sistema veikia, kai veikia nors vienas jos ele- 
mentas. Apskaičiuokime sistemos patikimumą. 

A Tikimybių sudėties teoremą pritaikę nepriklausomiesiems įvykiams, 
gauname: 


P(S)=1-[[0-p;). 
j=! 
Kai elementai yra vienodai patikimi (dubliuojanti sistema), tai 
P(S)=1-(1-p". A 


Technikoje dažnai tenka spręsti atvirkščią problemą: kiek nepriklausomai 
veikiančių ir vienodai patikimų elementų, kurių p žinomas, reikia įjungti į dub- 
liuojančią sistemą, kad jos patikimumas būtų ne mažesnis už P? 

Elementų skaičių 7 randame iš- 
sprendę nelygybę 


L-(1-5)' >P. 


Pabandykite. 





8 uždavinys. Blokas sudarytas 
iš keturių vienodų ir nepriklausomai 12 pav. 
veikiančių elementų (12 pav.). Ap- 
skaičiuokime: 

a) bloko patikimumą, kai elementų patikimumas lygus 0,9; 


b) elementų patikimumą, kai prognozuojamas bloko patikimumas lygus 0,99. 
A a) Bloko patikimumas 


P(B)= P((A, 145) U(4; 1 44))= P(A, 1 45)+ P(45 1 4,)- 
—P(A, 14; 145 14,)= 0,97 +0,97 —0,9* = 0,9639 . 

b) Tarkime, kad elemento patikimumas yra p. Tuomet 

P((A, 1 4;)U(4; 1 44))=0,99; 

pž+pi o = 0,99; 

p=0,9487. A 


9 uždavinys. Kuri iš 13 paveiksle pavaizduotų grandinių yra patikimes- 
nė, kai visi jos elementai vienodai patikimi ir veikia nepriklausomai vienas nuo 
kito? 
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a) b) 
13 pav. 


A Tarkime, kad kiekvieno elemento patikimumas yra p. Tada: 

a) P(4 N(4:U(4; 14,))= p" (+ p- p"); 

b) P((4, 145 1A5)U(44 145))= p" (+ p- p"). 

Kadangi p? > p", tai grandinė, pavaizduota 13 paveiksle, b, yra patiki- 
mesnė už pavaizduotą 13 paveiksle, a. A 

Pažymėsime, kad, spręsdami patikimumo uždavinius, rėmėmės nepri- 
klausomumo sąlyga. Praktikoje dažnai ji yra netenkinama. Tuomet sistemos 
patikimumo nepavyksta išreikšti elementų patikimumu. Dar reikia žinoti ir 
sąlygines tikimybes. Be abejo, sistemos patikimumą įvertinti galima - nurodyti 
galimus jos rėžius, kuriuos apibūdina elementų patikimumas. 


10 uždavinys. Sakykime, nagrinėjame sudėtingą sistemą, sudarytą iš n 
blokų, kurių kiekvieno patikimumas žinomas (pavyzdžiui, gautas eksperimen- 
tiniu būdu). Įvertinkime tos sistemos patikimumą. 

A Pažymėkime: 

A = Įsistema veiks laiko tarpą /Į, 





A; = [į-tasis blokas veiks laiko tarpą /1; čia /=1,n. 
Nuosekliai sujungtų blokų sistemoje 


Tada 
j=I j=1 


1-P(4)=P Už) TU-P(4,)) 


Aa | min P(4;). 
j=l > 


Galutinai 


1- VU P(4)) < P(4) < min P(4;). 
j=| ž 
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Lygiagrečiai sujungtų blokų sistemoje 


4=| Iš: ; 
j=| 


Šiuo atveju 


P(4)< V P(A,) 


j=l 


1-P(4)= Aa | min(1-P(4,)). 
J 


j=l 


Taigi 


I-min(1- P(4;)) < P(4)< SPG). 
j i2 


Šie patikimumo įverčiai dažnai yra netikslūs, todėl juos tenka koreguoti. A 


11 uždavinys. Dėžėje yra N rutulių, pažymėtų skaičiais 1, 2, ..., N. Iš 


dėžės traukiama 72 rutulių (grąžinamoji atranka). Jeigu imtyje pasikartojančių 
rutulių nėra, tai įvykio A tikimybė lygi p,, jei pasikartoja bent vienas rutulys, 
tai įvykio A tikimybė lygi p>. Kokia tikimybė, kad įvykis A įvyks? 


A Hipotezės tokios: 

H, = (imtyje pasikartojančių rutulių nėra), 

H, = (imtyje pasikartoja bent vienas rutulys). 
Pagal klasikinį apibrėžimą, 

[| NN -(N-2)(N-m+1) | 
[| N" 


(5) 
N N N 
P(H;)=1-P(H,). 


Pagal pilnosios tikimybės formulę, 
P(4) = P(H,)P(4A| H)+P(H3)P(A| H;)= 


=E(-45)re-T(-4)) 


Kai p,=p;=p, tai P(4A)=p. A 


P(H,)= 





12 uždavinys. Gydytojas, tirdamas ligonį, įtarė, kad šis serga arba liga 


H,;, arba liga H;, arba liga H;. Kiekvienos jų tikimybė atitinkamai lygi P,, P; ir 
P+. Norėdamas patikslinti diagnozę, gydytojas paskyrė naują tyrimą, kuris su 
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tikimybe 0; patvirtina ligą H,, su tikimybe 05 — ligą H> ir su tikimybe 05 — ligą 
H;. Naujasis tyrimas buvo atliktas penkis kartus: tris kartus diagnozė pasi- 
tvirtino, o du kartus — ne. Įvertinę tyrimo duomenis, nustatykite, kokia tiki- 
mybė, kad ligonis serga ligomis H,, H; ir H4. 

A Tyrimo rezultatų tikimybes apskaičiuojame pagal Bernulio formulę: 


ligos H, atveju p, = Cža; (I ūkų) ž 
ligos H; atveju p, = Cža3 (I = 83) 5 
ligos H5 atveju p; = Cža3(1— 05 y S 
Pagal Bejeso formulę nustatome, jog, atsižvelgiant į tyrimo duomenis, ti- 
kimybė susirgti ligomis H,, H> arba H; yra atitinkamai 
Pp P; - p, P, - p; A 
Pp+Pp)+Pipp Pip+Popo+ Pp, Pp + Pp + Pp; 


13 uždavinys. Į vienetinį kvadratą (14 pav.) atsitiktinai metamos šešios 
dalelės. Kokia tikimybė, kad visos penkios kvadrato dalys neliks tuščios? 

A Pažymėkime įvykius: 

Aj= (dalelė pateko į sritį j); čia j =1,5.. 
Tada, pagal geometrinį tikimybės apibrėžimą, 


as VN 


P(A)= P45)= P(45)= P(A)>—2> CZ. 


4] 4 , 
PA )> 3-4 T A Ž 
p jo] 1 4 
E . į 14 pav. 
Tai galime užrašyti trumpai: 
a elis 
Pi 16 „J= „D5 


Dabar pasinaudosime apibendrinta Bernulio formule, atsižvelgdami į tai, 
kad kiekvieno eksperimento metu įvykis 4; gali įvykti su tikimybe p;, j =1,5 . 
Atlikus 6 tokius eksperimentus (dalelės mėtomos po vieną), gaunama: 


2 
P(4)= gali „PaPaPaPS ep Lpipap, +6 pp Epas + 


2 

ps 6! 
+ 6pipap, i p, +6!PiP>P3P4 = ar PiPaPsPaPs 
901(4 - n)* 


P(4)= 
2) 167 


A 
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Uždaviniai 

1. Iš skaičių sekos I, 2, ..., 20 atsitiktinai išrenkamas vienas skaičius. Ko- 
kia tikimybė, kad jis: 

a) dalijasi iš 3 arba iš 7; 

b) dalijasi iš 3 arba iš 2; 

c) nesidalija iš 3 arba iš 2; 

d) nesidalija iš 3 ir iš 57 

2. Iš dėžės, kurioje yra 5 geri ir 2 sugedę tranzistoriai, išimami du (ne- 
grąžinamoji atranka). Kokia tikimybė, kad: 

a) abu išimti tranzistoriai bus sugedę; 

b) nors vienas išimtas tranzistorius bus sugedęs; 

c) vienas iš paimtų tranzistorių bus sugedęs, o kitas — ne? 
Uždavinį spręskite dviem būdais: 

a) remdamiesi klasikiniu apibrėžimu; 

b) taikydami tikimybės savybes. 


3. Metami trys lošimo kauliukai. Kokia tikimybė, kad atvirs vienodas 
skaičius akučių? 


4. Du šauliai nepriklausomai vienas nuo kito po du kartus šauna į taikinį. 
Vieno pataikymo tikimybė lygi 0,6, kito — 0,7. Kokia tikimybė, kad į taikinį 
bus pataikyta? 


5. Viena po kitos metamos dvi simetriškos monetos. Pažymėkime įvykius: 


A = (pirmoji moneta atvirto herbu), 

B = (nors viena moneta atvirto skaičiumi), 
C = (nors viena moneta atvirto herbu), 

D = (antroji moneta atvirto herbu). 


Ar priklausomi yra įvykiai A ir B, A ir D, Bir C, C ir D? 
6. Įrodykite, kad: 
a) P(ANB)=1-P(4)-P(B)+P(A1B); 
b) P(4NB8)= P(4)- P(B)- P(4| B); 
e) jei A ir B yra nepriklausomi, tai P(4| B)= P(A| B) : 
d)jei 4, B ir C yra nepriklausomi, tai 
P(4UBUC)= P(4)+ P(B)P(4) + P(C)P( A) P( B). 
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7. Dėžėje yra keturi rutuliai, pažymėti skaičiais 000, 011, 101 ir 110. Iš 
dėžės atsitiktinai ištraukiamas vienas rutulys. Pažymėję įvykius A, = (K-tasis 
ištraukto rutulio skaitmuo yra 1), k = I, 2, 3, nustatykite, ar jie yra priklau- 
somi. Apskaičiuokite tikimybes 


P(A NA; 145), P(A NA; f 45). 
Ž 
8. Kvadrate atsitiktinai pažymimas taškas. == 


Įvykiai 4 ir B reiškia, jog tas taškas pateko į stači- ŪJžaE 
akampes juostas (15 pav.). Nustatykite: ala || 
I 


a) ar įvykiai A ir B yra priklausomi; DS 
Sass 





b) ar įvykiai A ir B bus priklausomi, jei iš kva- =— 
drato iškirpsime mažą kvadratėlį (pažymėtą juoda 
spalva). 15 pav. 


9. Ar teisingas teiginys: jei įvykiai 4 ir B yra nepriklausomi, tai jie — su- 
taikomi. Atsakymą pagrįskite. 


10. Ploto |D| srityje yra n skritulių, kurių spindulys r. Srityje atsitiktinai 


pažymimas taškas. Kokia tikimybė, kad jis pateks nors į vieną skritulį? Ištirkite 


„2 


[D 


11. Norint padidinti tam tikros sistemos 
patikimumą, prietaisas 4 dubliuojamas 7 — | 
kartų (16 pav.). Prietaiso patikimumas yra p. 
Kiekvienas dubliuojantis prietaisas įjungia- 
mas raktu R, kurio patikimumas p,. Raktai ir 
prietaisai funkcionuoja nepriklausomai. Ap- 
skaičiuokite sistemos patikimumą. Kiek prie- 
taisų reikia jungti į sistemą, kad jos pati- 
kimumas padidėtų iki P? 16 pav. 


atvejį, kai 1 —> oe, bet < ia4>0. 
n 





12. Ryšio kanalu nepriklausomai vienas nuo kito siunčiami trys signalai. 
Jų priėmimo tikimybė atitinkamai lygi pį, p> ir p. Apskaičiuokite šių įvykių 
tikimybes: 

A= (priimti visi signalai;, 

B= (priimtas nors vienas signalas), 

C= (nepriimti du signalai), 

D= [nepriimtas pirmasis ir trečiasis signalas). 


13. Tėvas, pastebėjęs, kad sūnus vis geriau žaidžia tenisą, pasiūlė kovoti 


dėl prizo, kuris skiriamas už nors dvi iš eilės laimėtas partijas. Sūnus turi pasi- 
rinkti vieną iš šių strategijų: iš pradžių Žaisti su tėvu, po to — su čempionu ir 
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galiausiai — su tėvu arba pirmiausia žaisti su čempionu, paskui — su tėvu, tada — 
vėl su čempionu. Kurią strategiją siūlysite pasirinkti sūnui, jei čempionas 
žaidžia geriau už tėvą? 


14. Trys vaikai (pažymėkite juos 4, B ir C) mėto kamuolį. Tas, į kurį pa- 
taiko kamuolys, iškrinta iš žaidimo. Tikimybė, kad pataikys A, lygi 0,3, kad 
pataikys B — 0,5; žaidėjas C pataiko visada. Žaidimą pradeda A, po jo kamuolį 
meta B (jei nebūna iškritęs), paskui jį - C ir t. t., kol lieka vienas neiškritęs 
žaidėjas. Kokią strategiją (kur mesti?) turi pasirinkti žaidėjas 4? 


15. Egzaminui sudaryta N bilietų. Studentas išmoko n bilietų (n < N). 
Kada labiau tikėtina išlaikyti egzaminą — einant pirmuoju, antruoju ar t. t.? 


16. Prietaisą sudaro du nepriklausomai veikiantys mazgai. Pirmojo 
mazgo gedimo tikimybė lygi 0,2, antrojo — 0,1. Prietaisas sugedo. Kokia tiki- 
mybė, kad sugedo tik pirmasis mazgas? 


17. Dešiniojoje švarko kišenėje yra trys monetos po 20 centų ir keturios 
po 10 centų, kairiojoje — šešios monetos po 20 centų ir trys po 10 centų. Iš 
dešiniosios kišenės į kairiąją perdėtos šešios monetos. Kokia tikimybė, kad po 
to iš kairiosios kišenės bus ištraukta 20 centų moneta? 


18. Fakultete yra 7 studentų, iš kurių K; (/ = 1, 2, 3) mokosi j-tuosius metus. 
Atsitiktinai atrinkus du studentus, paaiškėjo, kad pirmasis iš jų mokosi ilgiau už 
antrąjį. Kokia tikimybė, kad pirmasis studentas mokosi trečiuosius metus? 


19. Du krepšininkai po tris kartus meta kamuolį į krepšį. Tikimybė, kad 
jie kiekvieną kartą pataikys, atitinkamai lygi 0,8 ir 0,9. Apskaičiuokite tiki- 
mybę, kad: 

a) abu krepšininkai pataikys tiek pat kartų; 

b) pirmasis krepšininkas bus taiklesnis už antrąjį. 


20. Pataikymo kiekvienu šūviu tikimybė lygi 0,8. Kiek kartų reikia šauti, 
kad patikimiausias pataikymų skaičius būtų lygus 20? 


21. Kiekvienas iš devynių rutulių su vienoda tikimybe gali būti įdėtas 
į vieną iš trijų dėžių. Kokia tikimybė, kad: 

a) į kiekvieną dėžę pateks po tris rutulius; 

b) į vieną dėžę pateks keturi rutuliai, į kitą — trys, 
į trečią - du; 

€) visi rutuliai pateks į vieną dėžę? 

22. Atsitiktinai pažymimi penki skritulio taškai 
(17 pav.). Kokia tikimybė, kad: 

a) bus pažymėtos visos keturios skritulio dalys; 

b) visi taškai bus taisyklingajame trikampyje? 17 pav. 
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ATSITIKTINIAI DYDŽIAI 


Iki šiol (su mažomis išimtimis) nagrinėjome eksperimento atsitiktinių 
baigčių kokybines išraiškas - atsitiktinius įvykius. Šiame skyriuje atsitik- 
tinio eksperimento baigtis apibūdinsime kiekybiškai. Kiekybinė jų 
charakteristika bus atsitiktinis dydis. 


3.1. Atsitiktinio dydžio sąvoka 


Atsitiktinio dydžio sąvoka yra viena svarbiausių tikimybių teorijoje. Iš 
pradžių ją iliustruosime pavyzdžiais. 
„ Skaičius akučių, kurios atvirsta metant lošimo kauliuką vieną kartą. 
„Nestandartinių gaminių skaičius imtyje. 
„Lietuvoje per metus gimusių kūdikių skaičius. 
„Telekomo per parą užregistruotų pokalbių skaičius. 
„Atsitiktinai sutikto žmogaus ūgis. 
„Matavimo paklaidos dydis. 
„ Difunduojančios dalelės koordinatė ir greitis tam tikru laiko momentu. 
8. Vandens lygis Nemune po Aleksoto tiltu 10 valandą. 
Kiekvienas šių dydžių atsitiktinėmis aplinkybėmis gali įgyti vienokią ar 
kitokią (mums iš anksto nežinomą) reikšmę. Išsamiau aptarkime I pavyzdį. Šio 
eksperimento baigčių aibė €2= (0; : j=1,6j . Kiekvienam elementariajam įvy- 


20411 EFLN- 


kiui 0; priskiriame skaičių j — atvirtusių akučių skaičių. Pažymėję jį raide X, 
gauname: X = X(0), o e O ir X(0)) = j, čia j =1,6. Taigi atvirtusių akučių 
skaičius X yra aibėje €2 apibrėžta funkcija, kurios kitimo sritis (1, 2, 3, 4, 5, 6). 

Atsitiktinio dydžio kitimo sritį vadiname įgyjamų reikšmių aibe ir 
tolydžioji (užpildanti visą intervalą). Diskrečiąją aibę iliustruoja 1-4 pavyzdys, 
tolydžiąją — 5-8 pavyzdys. Įgyjamų reikšmių aibė kartais būna žinoma prieš 
eksperimentą (1 ir 2 pavyzdys), tačiau praktikoje ji dažniausiai nėra tiksliai 
apibūdinama. Sakykime, grandinės įtampą matuojame du kartus. Atsitiktinis 
dydis — pirmojo ir antrojo matavimo rezultatų skirtumas. Teoriškai šio dydžio 
įgyjamų reikšmių aibė yra R, tačiau praktiškai — baigtinė atkarpa [a, b], kurios 
rėžių a ir b negalime tiksliai nusakyti. Panaši situacija susiklosto ir 3-8 pavyz- 
dyje. 
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Atsitiktinius dydžius žymėsime didžiosiomis lotyniškomis raidėmis X, Y, 
Z, ojų įgyjamas reikšmes — mažosiomis raidėmis x, y, z. 

Intuityviai apibūdindami atsitiktinį dydį, sakome, jog jis yra kintamasis, 
įgyjantis reikšmes atsitiktinai. Dabar šį dydį apibrėšime tiksliai, siedami jį su 
aksiomų sistema. 

Sakykime, eksperimento matematinis modelis lo, V. p) yra sudarytas. 

Apibrėžimas. Vienareikšmę realiąją funkciją X(o), apibrėžtą aibėje $, 
vadiname atsitiktiniu dydžiu, jei su kiekvienu realiuoju x aibė (0: X(0O) < x) 
priklauso. 7: 


(0: X(0)<x|=Ae 7, xe R. 


Iš apibrėžimo išplaukia, jog atsitiktiniu dydžiu laikomos ne visos elemen- 
tariojo įvykio funkcijos X(0), bet tik „geros“ — išmatuojamos (mačiosios) 
funkcijos, t. y. tokios, kurių tikimybes P(4) galima apibrėžti. Atkreipiame dė- 
mesį į tai, kad diskrečioji 62 šią sąlygą tenkina. Apskritai taikomiesiems mok- 
slams, inžinerinei praktikai nebūdingos nemačiosios funkcijos. Mūsų tikslams 
realizuoti pakanka šitokio atsitiktinio dydžio apibrėžimo: vienareikšmę realiąją 
funkciją X(0) vadiname atsitiktiniu dydžiu. Kitaip tariant, atsitiktinis dydis X 
yra elementariųjų įvykių erdvės €2 atvaizdis realiųjų skaičių aibėje 


R: 0 — 50, cR. 


3.2. Pasiskirstymo funkcija 


Norint nusakyti atsitiktinį dydį, nepakanka žinoti jo įgyjamų reikšmių 
aibę. Reikia apibūdinti, kaip dažnai tas atsitiktinis dydis gali įgyti šias 
reikšmes, t. y. kaip tikimybės yra pasiskirsčiusios pagal įgyjamas reikšmes. 
Charakteristika, apibūdinanti šį skirstinį, yra atsitiktinio dydžio pasiskirstymo 
funkcija. 

Apibrėžimas. Atsitiktinio dydžio X pasiskirstymo funkcija F vadinama 
tikimybė, jog X < x: 


F(x)=P(X <x)=P(o: X(0) < x), kai xe R. 


Kartais, norėdami pabrėžti, kad F yra atsitiktinio dydžio X pasiskirstymo 
funkcija, ją žymėsime Fr. 

1 pavyzdys. Simetriška moneta metama du kartus. Atsitiktinis dydis X — 
herbo atvirtimų skaičius. 

A Šio eksperimento baigčių aibė 


€)= (H,H;, H,S;,S,H;,S,S>, 
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o įvykių algebra 
Z=8,(0)),-., (04), (01,05), (03,04),-, 07. 


Tikimybes apibrėžiame klasikiniu metodu: 
k 


P(4)-=-; 
n 
čia k = 0,4 - įvykio A elementariųjų įvykių skaičius, 2 = 4 — elementariųjų 
įvykių skaičius aibėje €2. 
Taigi sudarėme matematinį eksperimento modelį: [9 Z,P(A)= 3) 


Atsitiktinis dydis 
2, kai o= 0;, 
X= X0O) = 41, kai o= 05 arba O= 035, 
0, kai o= 04. 
Jo įgyjamų reikšmių aibė €2y = (0, 1, 2]. Atsitiktinis dydis X įgis reikš- 
mę O, jei įvyks įvykis 04. Todėl 
1 
P(X(0) =0)= P(04) “į 
Analogiškai 
l 
P(X(0)=1)= P(05,0;) = P(05)+ P(05) 73 ; 
4 
Fi 


Vadinasi, atsitiktinis dydis X įgyja reikšmes 0, 1, 2 atitinkamai su tikimybėmis 


Ž, “, Ž. Šį tikimybių skirstinį galime pateikti lentele: 


P(X(0)=2)= P(0,)= 





Skaičiuojame pasiskirstymo funkciją: 


kaix<0,tai F(x)=P(X <x)=0, 


kai0<x<1,tai F(x) = P(X <x)=P(X =0)=2, 
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kail< x<2,tai F(4)= P(X <») = P(X>-0UX=1)=L+2-2 


kai x >2,tai F(x)=P(X <x)=P((X =0U(X =DU(X =2)=1. 


> 


Vadinasi, pasiskirstymo funkcija 
0, kai x<0, 


B kai0<xS<I, 
F(x)= 

=, kail<x<2, 

4 

1, kai x > 2. 


Jos grafikas pavaizduotas 18 paveiksle. A 





18 pav. 


2 pavyzdys. Atkarpoje [a, 6] atsitiktinai pažymimas taškas (tai gali būti, 
pavyzdžiui, gedimas tiesioje telefono linijoje, avarija tiesiame kelyje ir t. t.). 
Atsitiktinis dydis X — šio taško atstumas nuo atkarpos pradžios. Raskime jo 
pasiskirstymo funkciją. 

A Tarkime, kad pažymėto taško koordinatė lygi x. Tada, pagal geomet- 
rinį tikimybės apibrėžimą, 

P(X<x)=ŽC“. kaia<x<6. 

b-a 


Atsitiktinio dydžio pasiskirstymo funkcija 


0, kaix<a, 


— a 





F(x)= a „kaia<x<b, 


-a 
1, kai x > b. 
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Jos grafikas pavaizduotas 19 paveiksle. 





19 pav. 


Šis atsitiktinis dydis ir jo tikimybių skirstinys vadinamas tolygiuoju. A 

Iš pavyzdžių matyti, jog pasiskirstymo funkcija F(x) apibrėžta su visais 
xe R, yra nemažėjanti, kinta tarp O ir L, tolydi iš kairės (pirmajame pavyzdy- 
je — trūki iš dešinės). Funkcijos didėjimo taškai yra X įgyjamos reikšmės, o 
šuolio aukštis lygus tikimybei, su kuria dydis X įgyja šias reikšmes. 

Atsitiktinio dydžio pasiskirstymo funkcija išsamiai apibūdina atsitiktinį 
dydį. Iš jos išraiškos matyti, kokias reikšmes įgyja atsitiktinis dydis ir kaip 
tikimybės pasiskirsčiusios pagal tas reikšmes. 


3.3. Pasiskirstymo funkcijos savybės 


Pasiskirstymo funkcijos savybes pateiksime teoremomis. 


1 teorema. | 0< F(x)<1. 


Tikrai, nes pasiskirstymo funkcija F yra tikimybė. 
2 teorema. F yra nemažėjanti funkcija: 


F(x,)< F(x;), kai x, < Xp. 


A Jeix, < x), tai 
(X<x;) =[(X<x Ufx < X <x;). 





Kadangi įvykiai (X < x,) ir (x, < X < x;| yra nesutaikomi, tai 
P(X <x;)=P(X <x )+P(x < X <x,). 
Iš čia išplaukia, kad 
F(x5)- F(x )=P(xX) <X <x;) 20, 
todėl 
F(x) 2 Flx). A 
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Išvada. Iš teoremos įrodymo eigos išplaukia svarbi praktikoje formulė 


| PG4 < X<x,)=F(x5)- F (4). 


Žinome, jog monotoninė ir aprėžtoji funkcija turi ribą, kai argumentas x 
tolsta į + arba į —- . Pažymėkime: 


lim F(-x)= F(-), lim F(x) = F(+0). 











3 teorema. Galioja savybės: 


F(-»>)=0, F(+>)=1. 


ogiai išplaukia iš pasiskirstymo funkcijos apibrėžimo. Bendruoju atveju jie 
nėra akivaizdūs. 





Pažymėkime įvykius, kai k = —oe, +00 yra sveikieji: 
A, =[0: k< X(0)<k+1). 


Tada 
+00 
U4= 9 
k=-0 
ir 


+00 n- n-l 
1= X P(4,)= lim S P(4)= lim V (F(k+1)- F(k))= 
Has T nos; 


k=-0 L=—-n 


= lim(F(n)- F(-n))= F(+0)- F(—0). 


Iš čia išplaukia teoremos įrodymas, kai argumentas yra sveikasis skaičius. 
Tolydžiojo argumento x atveju įrodymą grindžia funkcijos F monotoniš- 
kumas. A 


4 teorema. Pasiskirstymo funkcija yra tolydi iš kairės: 


F(x-0)= F(x), kaixe R. 


A Imkime monotoninę skaičių seką 


A AK Ayla 

ir tarkime, kad x, T x, kai 2 —> eo. Tada įvykiai 
A,=l0: x, < X(O)<xį 

sudarys monotoninę seką 
A, > A; Di 5 As Duso 
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1 
| 


Iš tolydumo aksiomos išplaukia, kad 
lim P(4,)=0, 
n—o—o 


arba 
lim(F(x)- F(x,))=0, 


t y. 
lim F(x,)= F(x). A 
n—00 


Pastaba. Šiek tiek pakeiskime pasiskirstymo funkcijos apibrėžimą: 
F(x)= P(X < x). Šitaip apibrėžta funkcija F yra tolydi iš dešinės, t. y. 
F(x + 0) = F(x) su visais xe R. Pagrįskite. 

Taigi pasiskirstymo funkcija yra realioji, vienareikšmė, nemažėjanti, 
tolydi iš kairės ir tenkinanti sąlygas F(--)= 0, F(+0) = I funkcija. Teisingas 
ir atvirkščias teiginys: jei realioji vienareikšmė funkcija tenkina išvardytas 
sąlygas, tai ji yra tam tikro atsitiktinio dydžio pasiskirstymo funkcija. 


Pavyzdys. Su kuriomis parametrų a ir b reikšmėmis funkcija 
F(x)=a+barctgx 


yra pasiskirstymo funkcija? 

A Funkcija F(x) yra apibrėžta su visais xe R, vienareikšmė, tolydi ir 
didėjanti. Reikalaudami, kad būtų F(-ee)=0, F(+) =1, nustatysime para- 
metrus a ir b: 


2+6|-Ž) 


aibsL=į, 
2 


0, 


Išsprendę sistemą, gauname: a < „b Ša . Taigi funkcija 
T 


Bi uias 
21 


yra pasiskirstymo funkcija. Dėsnis, kurį išreiškia ši funkcija, vadinamas Koši 
skirstiniu. A 
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3.4. Diskretieji atsitiktiniai dydžiai 


Žinome, jog atsitiktinio dydžio įgyjamų reikšmių aibė gali būti baigtinė, 

Apibrėžimas. Atsitiktinį dydį vadiname diskrečiuoju, jeigu jo įgyjamų 
reikšmių aibė yra baigtinė arba skaičioji. 

Šio skyriaus pirmojo skyrelio 1-4 pavyzdyje aprašyti atsitiktiniai dydžiai 
yra diskretieji. 

Diskretųjį, kaip ir kiekvieną atsitiktinį, dydį visiškai apibūdina jo pasi- 
skirstymo funkcija. Tačiau šį dydį galime apibrėžti nurodydami jo įgyjamas 
reikšmes ir tikimybes, su kuriomis jos įgyjamos. Tokį tikimybių skirstinį pato- 
gu užrašyti lentele: 








čia x; (i = 1, 2, ...) - dydžio X įgyjamos reikšmės, p; = P(X = x;) (i = 1, 2, ...) 
ir V p; =1. 
i 
Sakykime, lentelėje yra 1 įgyjamų reikšmių ir jos išdėstytos didėjimo 
tvarka. Tada pasiskirstymo funkcija 
0,kai x < xį, 
p,„kaix, <X < A;, 


P, + p),kaixX; <X S Aš, 


(X) = Autaisias iseis iais a 
P *+p)+...+ p;,kai x; <X S Xjją 
1, kai X > x,, 
0,kai x < jį, 
arba trumpiau, F(x)= V p..kai x > X. 
X;<X 


Čia sudedame tikimybes, turinčias indeksus i, kurių x; < x. 

Tai laiptuota funkcija, kurios trūkio taškai yra x;(i = 1, 2, ...); tarp tų taškų 
funkcija yra pastovi. Funkcijos šuolio dydis taške x; yra 

p;=F(x;+0)-F(aį). 

Iš pasiskirstymo funkcijos išraiškos galime nustatyti dydžio įgyjamas reikš- 
mes x; ir tikimybes p; (i = I, 2, ...). Vadinasi, diskrečiojo atsitiktinio dydžio api- 
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20 pav. 


būdinimas lentele ir pasiskirstymo funkcija yra ekvivalentūs. Vizualiai patogesnė 
lentelė. Galimas ir kitoks grafinis tikimybių skirstinio vaizdavimas (20 pav.). 

Diskrečiojo atsitiktinio dydžio tikimybių skirstinį nusako pasiskirstymo 
funkcija arba lentelė, arba vizualusis vaizdas. 


1 pavyzdys. Sakykime, atsitiktinis dydis X įgyja vieną reikšmę C su ti- 
kimybe, lygia 1. Jo pasiskirstymo funkcija į 
0,kaix<C, 


F(x)= 
E ii 


Jos grafikas pateiktas 21 paveiksle. Tokį atsitiktinį dydį ir jo tikimybių 
skirstinį vadiname išsigimusiuoju. 





21 pav. 


2 pavyzdys. Atsitiktinio įvykio A indikatoriumi vadiname atsitiktinį dydį 
1,kai Aįvyksta, 

X=J,= į 2 3 
0,kai A neįvyksta (įvyksta A). 


Indikatoriaus skirstinį galime pateikti lentele: 


Čia p= P(4). 
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Pasiskirstymo funkcija 
0,kaix <0, 

F(x)=41-p,kai0<xS1, 
I,kaix>1. 


Jos grafikas pavaizduotas 22 paveiksle. Šį atsitiktinį dydį ir jo skirstinį kartais 
vadiname Bernulio atsitiktiniu dydžiu (skirstiniu). 





22 pav. 


3 pavyzdys. Elektrinėje grandinėje lygiagrečiai sujungti du nepriklau- 
somai veikiantys elementai. Tikimybės, kad jie veiks laiko tarpą T, yra vie- 
nodos ir lygios p. Užrašykime per laiko tarpą T sugedusių elementų skaičiaus 
tikimybių skirstinį. 

A Sakykime, 

X- per laiko tarpą T sugedusių elementų skaičius, 

A; = (per laiko tarpą T sugedo j-tasis elementas); čia j= I, 2. 

Tada 
P(X=0)= P(A 14;)= p", 
P(X= 1)= P((4, 1 4;)U(4, 1 45))= 2p(l- p), 


P(X=2)= P(4 145)=(1- p). 
Tikimybių skirstinį pateikiame lentele 








arba pasiskirstymo funkcija 
0,kaix < 0, 
p',kai0O<x<I, 
F(x)= 
p' +2p(l- p) kail<x<2, 


I,kaix>2. A 
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4 pavyzdys. Pataikymo į taikinį kiekvienu šūviu tikimybė lygi p. X - šū- 
vių skaičius iki pirmojo pataikymo. Užrašykime šio atsitiktinio dydžio tikimy- 
bių skirstinį. 

A Tai Bernulio eksperimentų schema su įvykio pasirodymo (pataikymo 
į taikinį) kiekviename eksperimente tikimybe, lygia p. Vadinasi, 


P(X= I)=p. 


Dydis X įgis reikšmę, lygią 2, kai pirmąjį kartą nepataikysime, o antrąjį 
kartą pataikysime. Tada 


P(X-=2)=p1-p) 


ir t. t. 
Atsitiktinis dydis X įgis reikšmę n, kai, šaudami į taikinį 2 — 1 kartų, 
nepataikysime, o šaudami n-tąjį kartą — pataikysime. Tuomet 


P(X=n)=p(1-p)""! 


ir t. t. Kadangi dydžio įgyjamų reikšmių negalime aprėžti iš viršaus (nežinome, 
kuriuo šūviu pirmą kartą pataikysime), tai turime begalinę jų aibę. 
Glaustai dėsnį užrašysime lentele: 


KKT AT KE T T T 
P | p | pac | [rupi 


Nesunku įsitikinti, kad visų tikimybių suma lygi vienetui: 





o " k = 2 2 1 2 
2, PiE=8)SPUU p)+(1- p) +...) EET B 


Šis tikimybių skirstinys vadinamas geometriniu. Jis apibūdina Bernulio 
eksperimentų, atliktų iki pirmojo įvykio pasirodymo, skaičių. 


3.5. Tolydieji atsitiktiniai dydžiai 


Diskrečiojo atsitiktinio dydžio pasiskirstymo funkcija yra trūki tuose 
taškuose x, kurie atitinka dydžio įgyjamas reikšmes. Jeigu įgyjamų reikšmių 
aibė yra neskaiti, tai jos reikšmės visiškai užpildo intervalą. Tai — tolydieji 
atsitiktiniai dydžiai. Tokie yra dydžiai, apibūdinti šio skyriaus pirmojo skyrelio 
5-8 pavyzdyje. 

Atsitiktinį dydį X vadiname tolydžiuoju, jeigu jo pasiskirstymo funkcija 
F(x) yra tolydi, t. y. jeigu 


P(X=x)= F(x +0)- F(x) =Osu visais xe R. 
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Tolydieji atsitiktiniai dydžiai skirstomi į dvi klases: absoliučiai tolydžius 
dydžius ir singuliariuosius dydžius. Pastarieji praktikoje nepasitaiko, todėl 
toliau nagrinėsime tik absoliučiai tolydžius dydžius, trumpai juos vadindami 
tolydžiaisiais. 

Apibrėžimas. Atsitiktinis dydis vadinamas tolydžiuoju, jeigu egzistuoja 
tokia funkcija p(x), su kuria pasiskirstymo funkcija 


F(x)= [plujau, 





--e 


kai x e R. 

Funkciją p(x) vadiname tikimybių tankio funkcija, arba trumpiau, 
tankiu. 

Iš tolydžiojo atsitiktinio dydžio apibrėžimo išplaukia, kad tankis yra nenei- 
giamoji ir normuotoji funkcija: 


+00 
p(x)20, xe R ir [po)dx=1. 


Teisingas ir atvirkščias teiginys: jei p(x) yra neneigiamoji ir normuotoji 
funkcija, tai egzistuoja tolydusis atsitiktinis dydis, kurio tankis yra p(x). 
Paminėsime kitas tolydžiojo atsitiktinio dydžio savybes. 





1|P(x, <X<x,)= [pC)dx. 


Xi 





Ji išplaukia iš apibrėžimo ir sąryšio P(x, < X <x;) = F(x;5)- F(x, ). 











DIP( < X <x5)=P(x <X Sx5)=P(x < X <x5)=P(x < X <x,). 





Taip yra iš tikrųjų, nes P(X= x) = O su visais x e R. 
3) Jei p(x) yra tolydi taške x, tai 


dF (x) 


p(x)= = 


Ši savybė išplaukia iš integralo su kintamuoju viršutiniu rėžiu savybės. 
Paaiškinsime tikimybinę tankio funkcijos prasmę. Iš 3 savybės ir sąryšių 


Flx+Ax)- FG) Iš P(x< X <x+Ax) 


= li 
plag 5 Ax—>0 Ax 
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išplaukia, kad tankis p(x) yra pasiskirstymo funkcijos F(x) = P(X < x) mo- 
mentinis kitimo greitis (pirmasis sąryšis), arba tikimybės tankis (antrasis 
sąryšis). Be to, kai Ax > O yra maži, 


P(x< X <x+ Ax) = p(x)Ax. 

Toliau pateikiame keletą tolydžiųjų dydžių (skirstinių) pavyzdžių. 

1 pavyzdys. Tolydusis atsitiktinis dydis yra tolygiai pasiskirstęs atkar- 
poje [a, b], taigi jo tankis 


C,kai xe [a,b], 
p(x)= į 
0,kaixg [a,b]; 


čia C- teigiama konstanta. Raskime C ir F(x). 
A Konstantą C rasime iš normavimo sąlygos: 


--o 


+ 6 
pod =1, arba C [ax = |. 
a 





1 
Tali a=—1— 
5 


—a 


Skaičiuojame pasiskirstymo funkciją (remdamiesi geometriniu tikimybės 
apibrėžimu, ją apibūdinome 3 skyrelyje): 


F(x)= [pluau, 


-o 


x 
Kai x<a, F(x)= [Odu =(, 


-o 








kai a<x<b, F(x) = [puau = [odis [2 — 
= a 


--o 


kai x>b, F(x) = [pau ž | od [25 Joa =, 
86 = a b 


Vadinasi, 
0,kaix<a, 
F(x)=4 “ kaiasx<b, 
b-a 


I, kai x > b. 
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Tarkime, kad a< t << b. Tada tikimybė, kad tolygusis atsitiktinis dydis 
X įgis reikšmes atkarpoje [ 0, B], bus lygi 


— 
| 
8 





"dk 
P(asX<B)=F(0)-FCB)= [= 


Matome, jog ši tikimybė yra tiesiogiai proporcinga atkarpos ilgiui B- 0. 
Geometrinis vaizdas pateiktas 23 paveiksle. A 





23 pav. 


2 pavyzdys. Prietaiso paklaida X pasiskirsčiusi pagal dėsnį 


3(1- x?) 
p(x)= 4 
0,kai xe [-1,1]. 


„kai xe [-1,1], 


Kokia tikimybė, kad: 
a) paklaida yra neigiama; 


b) absoliučioji paklaida yra ne didesnė už ž ? 


03 i 
A 29P(X<0)= [Zd-*)a=5i 
-1 


1 
2 
1 3 2 11 
b) P| | X|<- [= |-(1-x')d=—. 
)ellkls5)- [že ią 
“2 
Geometrinis vaizdas pateiktas 24 paveiksle. 
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24 pav. 


3 pavyzdys. Asmenų apmokestintos metinės pajamos X pasiskirsčiusios 
pagal Pareto dėsnį: 


a 
= > 
Fiais l BE 7 


0, kai x < Xą. 


Apibrėžkime konstantą C ir nustatykime metinių pajamų dydį, kurį atsitiktinai 
atrinktas asmuo gali viršyti su tikimybe 0,5. 
A Konstantą C galime apskaičiuoti taikydami tankio normavimo sąlygą 


+0 
| p(x)dx = 1. Tačiau, atsižvelgdami į pasiskirstymo funkcijos savybę F( e ) = 
= F(xo) = 0, konstantą C randame paprasčiau. Iš jos C = X. 
Tarkime, kad aptariamų metinių 
pajamų dydis yra x. Tada 


P(X>x)=1- FG) =05, FG) 






P(X>x)= 1/2 


(4 
arba I = 0,5; iš Čia 
X 


VII 
2 
Xx=Xxg:27. 0 Xo X X 
Geometrinis vaizdas pateiktas 25 
paveiksle. A 25 pav. 


4 pavyzdys. Raskime tokią konstantą a, su kuria funkcija 
p(x)= ae Pl (x€ R) 
būtų tankio funkcija. Užrašykime pasiskirstymo funkciją ir apskaičiuokime 


tikimybę P (|X| < In 3). 
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A Konstantą a apibrėžia normavimo sąlyga: 


--e 


Trees =1, arba | joa +] | 1. 
0 


Iš čia a -Ž „Tada tankis p(x)= et (xe R). 


Kaix<0, 


li u "1 X 
F(4)=; Je sai i 


-o 


kaix 2 0, 
(| i | 
F(x)= 5 Joa + ta: =1 a 
Trumpiau, 
1 „kaix<0, 
F(x)= 
1--e*,kaix 20. 
2 
Tikimybė 


P(-In3< X <In3)= F(In3)- F(-In3) = 2, 


arba 
In3 2 
P(-In3< X <In3)= [podae=ž. 
-In3 


Šiame pavyzdyje apibūdintas skirstinys vadinamas Laplaso dėsniu. A 
Geometrinis vaizdas pateiktas 26 paveiksle, a, b. 


p(x) 






-In 3 <X< In 3) 








x 








Baigdami šį skyrių, priminsime, jog tiek diskretųjį, tiek tolydųjį atsitiktinį 
dydį (skirstinį) išsamiai apibūdina pasiskirstymo funkcija F(x). Tačiau diskre- 
čiuosius dydžius galime nusakyti tikimybėmis p, =P(X =x,), k=1,2,..., O 
tolydžiuosius — tankio funkcija p(x). Pasiskirstymo funkcija taip reiškiama 
tikimybėmis p, arba tankiu p(x): 


F)= Ypys F()= | pudu: 


Xr<X 
Uždaviniai 


1. Nepriklausomai vienas nuo kito siunčiami du signalai. Jų priėmimo ti- 
kimybės yra 0,9 ir 0,8. Sudarykite nepriimtų signalų skaičiaus tikimybių 
skirstinį (pateikite lentelę ir pasiskirstymo funkciją). 


2. Simetriška moneta metama tris kartus. X — atvirtusių herbų skaičius. 
Raskite X pasiskirstymo funkciją, nubraižykite jos grafiką ir apskaičiuokite 
tikimybes P(X> 1), P(1< X<3), P(1 < X< 3). 


3. Bankas suteikė 10 paskolų, kurių 3 yra nemokios. Atsitiktinai tiriamos 
(negrąžinamoji atranka) 4 paskolos. Sudarykite nemokių imties paskolų skai- 
čiaus X tikimybių skirstinį ir apskaičiuokite tikimybes P(1 < X <3), P(X > I). 
Koks yra patikimiausias nemokių paskolų skaičius? 


4. Dėžėje yra 2 balti, 1 juodas ir 3 raudoni rutuliai. Atsitiktinai atrenkami 
3 rutuliai. Sudarykite baltų rutulių, esančių imtyje, skaičiaus tikimybių 
skirstinį. Nubraižykite pasiskirstymo funkcijos grafiką. Uždavinį spręskite, kai 
atranka yra: 

a) grąžinamojįi; 

b) negrąžinamoji. 


5. Pataikęs į taikinį, šaulys gauna 5 taškus, nepataikęs netenka 2 taškų. 
Pataikymo tikimybė lygi 0,7. Sudarykite surinktų taškų skaičiaus tikimybių 
skirstinį, žinodami, kad šaulys šovė 3 kartus. 


6. Du žaidėjai vienas po kito meta simetrišką monetą. Laimi tas, kuris 
pirmasis atverčia herbą. Tarkime, kad X — pradėjusio žaisti metimų skaičius iki 
pergalės. Sudarykite dydžio X tikimybių skirstinį. Kokia tikimybė, jog pergalė 
bus pasiekta k-tuoju metimu? Kiek kartų tikimybė, kad laimės pradėjęs žaisti, 
didesnė už tikimybę laimėti antrajam žaidėjui? 


7. Tikimybė, kad per tam tikrą laiko tarpą dalelė išnyks, lygi 0,25, kad 
išliks — 0,25, kad suskils į dvi daleles — 0,5. Per vėlesnį laiko tarpą su kiek- 
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viena dalele procedūra kartojasi. Sudarykite dalelių skaičiaus skirstinį antrojo 
laikotarpio pabaigoje. Kokia tikimybė, kad po dviejų laikotarpių liks nors vie- 
na dalelė? 


8. Atsitiktinių dydžių X, Y ir Z pasiskirstymo funkcijos yra tokios: 


0,kaix<0, 0,kaix<-I, 
Fy(x)= i kai0<x<1 Fy(x)= P kai-1<x<I1 
2 3 37 1 7 227 i 
I,kaix >1; I,kaix >1; 
0,kaix<-I, 


0,3, kai -1<x<0, 
F;(x)=40,5,kai 0<x<I1, 
0,7,kai 1<x<2, 
1, kai x > 2. 
Nubraižykite F grafikus. Kurie skirstiniai yra tolydieji? Tolydžiųjų 


pateikite tikimybių tankį, o diskrečiųjų — skirstinių lentelę. Apskaičiuokite šias 
tikimybes: 


Px =) P(Y=0), P(Z=0), P(X> 0), -)<2 <!), P(0<YS< I). 


9. 27 paveiksle pavaizduota atsi- 
tiktinio dydžio X pasiskirstymo funk- 
cija F. Tikimybių skirstinį išreikškite 
lentele, o F — analiziškai. Apskai- 
čiuokite šias tikimybes: 


P e X6i s2B laygli 
2 2 2 


10. 28 paveiksle parodyta tikimy- 
bių pasiskirstymo funkcija | F. 
Parašykite analizinę jos išraišką. Ap- 
skaičiuokite šias tikimybes: 


Plo<x<! „P laka . 
2 2 2 


Hx23) 28 pav. 
2 
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11. Ar funkcijos 


Clnx,kai0<x<2, Clnx,kail<x<2, 
F(x)=40,kaix <0, ir F(x)=40,kaix<I, 
1,kaix >2 1,kai x > 2 


gali būti tikimybių pasiskirstymo funkcijos? Jei taip, apskaičiuokite konstantą 
Cir tikimybę Px > 3) 
12. Atsitiktinio dydžio tankis 


0,kaix<-I, 


ax+a,kai -1<x<0, 
p(x)= xta,kai 0<x<2, 


-2ax+6a,kai 2<x<3, 
0, kai x >3. 


Raskite konstantą a ir pasiskirstymo funkciją F. Apskaičiuokite šias tikimybes: 

P(-0,1 < X< I), P(X> 0), P(|X-1| > I). 
13. Serijomis gaminamų detalių ilgio skirstinį apibūdina tankis 

Žž kai0<x<2, 

3 

23 a 

p(x)= p .Mknki 

O kitais atvejais. 


a) Patikrinkite, ar p(x) iš tikrųjų yra tankis. 
b) Raskite F(x) ir tikimybę P(1 < X< 2,5). 


14. Tankis 


P6)=—— 
TV4-x 


(arksinuso dėsnis). Raskite konstantą a, pasiskirstymo funkciją F ir tikimybes 
P(-1 <X< I), P(|X|21). 


„kai -2<x<2 
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15. Galvaninio elemento ilgaamžiškumą apibūdina Veibulo skirstinys 


F(x)=1-e? „kaix>0, 4>0, x, >0. 


Raskite skirstinio tankį ir pateikite jo grafikus, kai x; = 1,04=1, O4==, 


1 
0 = 2. Kokia tikimybė, kad per laiko tarpą | 0, x4 | elementas neišsieikvos? 


16. Diskrečiojo atsitiktinio dydžio X tikimybių skirstinys yra toks: 


P == 5i k=L2 


Raskite konstantą a, pasiskirstymo funkciją F ir tikimybę P(X > 2). 


17. Tarkime, kad dydžio X skirstinys yra hipergeometrinis, 0 jo para- 

metrai N, M ir n: 
m n-mM 
P(X = m) = SUCN-M. p =0,1,...,min (M, n). 
N 

a) Tikimybes P(X = m) išreikškite tikimybėmis P(X = m - 1). 

b) Remdamiesi uždavinio a) rezultatu (rekurenčiąja formule), apskaičiuo- 
kite P(X = m); čia m = 1,4. Parametrų reikšmes imkite tokias: N = 30, M= 15, 
n=15. 

c) Rekurenčiosios formulės bazėje sudarykite programą hipergeometrinei 
pasiskirstymo funkcijai apskaičiuoti. 

d) Remdamiesi uždavinio c) rezultatu, apskaičiuokite P(X < 10), kai N = 
=30, M= 15,n= 15. 


= I——— 254 4 o 
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ATSITIKTINIAI VEKTORIAI 


Iki šiol nagrinėjome atsitiktinius dydžius, kurių kiekviena įgyjama 
reikšmė apibūdinama vienu realiuoju skaičiumi. Tokius dydžius vadina- 
me vienmačiais. Technikoje ir apskritai taikomuosiuose moksluose dažnai 
sprendžiami daugiamačiai uždaviniai, kuriems reikia kelių atsitiktinių dy- 
džių sistemos. Baigtines atsitiktinių dydžių sistemas, kitaip tariant — atsi- 
tiktinius vektorius, arba daugiamačius atsitiktinius dydžius, ir nagrinėsime 
šiame skyriuje. 


4.1. Atsitiktinio vektoriaus sąvoka 


Sakykime, statistinio eksperimento matematinis modelis (0, 7, P) yra 
sudarytas. Kiekvienam elementariajam įvykiui ce €2 priskirkime ne vieną, 
bet keletą realiųjų skaičių. Tokiu atveju sakome, kad eksperimentas apibūdi- 
namas atsitiktiniu vektoriumi (daugiamačiu atsitiktiniu dydžiu). Pateiksime 
eksperimentų, kurių baigtys išreiškiamos vektoriais, pavyzdžių. 

1. Tarkime, kad X -— naujagimio ūgis, Y - jo kūno masė. Turime dvimatį 
atsitiktinį dydį (X, Y). 

2. Gamykla gamina produkciją, kuri gali turėti elektrinių, mechaninių 
arba abiejų rūšių defektų. Per tam tikrą laikotarpį pagamintų gaminių, turinčių 
kiekvienos rūšies defektų, skaičius yra trimatis atsitiktinis dydis (X, Y, Z). 

3. Difunduojančios dalelės padėtis tam tikru laiko momentu yra vektorius 
(X, Y, Z), kurio koordinatės (komponentės) X, Y ir Z apibūdina atsitiktinę dale- 
lės padėtį trimatėje erdvėje. 

Apibrėžimas. n-mačiu atsitiktiniu dydžiu vadiname vektorių (Xi, X2, ..., 
X,), kurio koordinatės yra vienmačiai atsitiktiniai dydžiai. 

Kitaip tariant, 7-matis atsitiktinis dydis yra atsitiktinis 7-matės erdvės 
R" taškas. Visos to taško koordinatės AX (o) (čia /=1,2) — vienmačiai 
atsitiktiniai dydžiai, apibrėžti vienoje tikimybinėje erdvėje (0,7, P). 

Atsitiktinio vektoriaus koordinačių X (0) (čia j = I,n) tikimybių skirs- 
tiniai ne visiškai apibūdina vektorių (X (0), ..., X,„(00)). Pavyzdžiui, vienmatės 
pasiskirstymo funkcijos F(x) = P(X; < x;) (čia j=1,2) nenurodo ryšio tarp 
koordinačių. Išsami atsitiktinio vektoriaus charakteristika yra 1-matė jo pa- 
siskirstymo funkcija. 
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n 
Kadangi (0: X;(0) < x;į € 7 „tai ir jų sankirta (lio: X (o)< x;) € 
j=l 
€ T. Todėl su visais (x;; X5; ...; x„)< R" galime apibrėžti tikimybę 


NAieautoes P(X, <x,--„ X, <x,)= F(x, X), 
j= 


kuri vadinama daugiamate (m-mate) vektoriaus (X,, ..., X,) pasiskirstymo 
funkcija. 

Toliau nagrinėsime tik dvimačius atsitiktinius vektorius. Taip bus papras- 
čiau ir vaizdžiau, o visus teiginius be didelio vargo galėsime pritaikyti vektori- 
ams su didesniu skaičiumi koordinačių. 


4.2. Dvimačiai atsitiktiniai vektoriai 


Dvimatį vektorių žymėsime (X, Y). Jo koordinatės X = X(0) ir Y = 
= Y(0) apibrėžtos vienoje elementariųjų įvykių erdvėje 02. Šio dydžio, kaip 
atsitiktinio taško, kurio koordinatės plokštumoje xOy yra (X; Y ), arba kaip 


vektoriaus su atsitiktinėmis koordinatėmis X ir Y, geometrinis vaizdas pateiktas 
29 paveiksle, a, b. 





a) b) 
29 pav. 


Dvimatė vektoriaus (AX, Y) pasiskirstymo funkcija 


F(x, y)= P((X <») NY <»))=P(X<x,Y< y) 


su visais (x; y) € R? . Skaitome: F(x, y) lygi tikimybei, kad X < x ir Y< y. Ge- 
ometriniu požiūriu ji rodo tikimybę taškui (X; Y) patekti į subrūkšniuotą sritį 
(30 pav., a). 
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30 pav. 


1 pavyzdys. Metamos dvi simetriškos monetos. Elementariųjų įvykių 
erdvė €2 = (H,S) = (0,,0;) . Atsitiktinius dydžius apibrėžiame taip: 
X(0,)=0, X(0;)=1, Y(0,)=0, Y(0;)= 1. 


Eksperimento baigtis - keturios galimos 
dvimačio atsitiktinio dydžio reikšmės: 





5 11 I 
(0; 0) su tikimybe 557 
(0; 1) su tikimybe 12 = i 
22 4 
(1; 0) su tikimybe AB L 
22 4 
(1; 1) su tikimybe A La 
22 4 
Dvimatė pasiskirstymo funkcija 
0,kaix < Oarba y <0, 
i o ai, 


F(x,y)= 
aa li a  s 


I,kaix>liry>1. 


Pasiskirstymo funkciją iliustruoja 31 paveikslas. Skaičiai 0, Ž. 2 ir 1 


jame yra dvimatės pasiskirstymo funkcijos reikšmės tose srityse. Šiame 
pavyzdyje F(x, y) yra apibrėžta visoje plokštumoje, laiptuota, nemažėjanti, 
tolydi iš kairės ir kintanti atkarpoje [0, 1] funkcija. 
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Nurodysime dvimatės pasiskirstymo funkcijos F(x, y) savybes. Jos įro- 
domos panašiai kaip ir vienmatės funkcijos savybės. 


1) Su visais (x; y)e R? 

0<F(x,y)<1. 

2) F(x, y) yra tolydi iš kairės: su visais (x; y)€ R! 
F(x-0,y-0)= F(x, y). 

3) F(x, y) yra nemažėjanti kiekvieno argumento atžvilgiu: 
F(x;,y) Z F(x,, y), kai x; > Xį, 

F(x, y>) 2 F(x, y, ), kai Y2 > Jį. 

4) Šiai funkcijai galioja lygybės: 

F(--,y)= F(x,-—)= F(-—,-—)=0, F(+0, +) =1. 
5) Pažymėkime komponenčių pasiskirstymo (marginaliąsias) funkcijas: 
F(x)= P(X < x)ir F(y)= P(Y < y). 


Tada 
K(x)= F(x, +)ir F(y) = F(+o, y). 


Remdamiesi 29 paveikslu, vizualiai „,pagrįskite“ šias savybes. 
Tikimybė, kad vienmatis atsitiktinis dydis įgis reikšmes iš intervalo 
[x,,*5), lygi pasiskirstymo funkcijos F(x) pokyčiui tame intervale: 


P(x, < X <x;)= Ą(x5)- Ą(4). 


Pritaikykime šią savybę dvimačiam dydžiui (X, Y). Apibrėžkime stači- 
akampį S = ((x;y): x, <x<X5,y, <y<y>) ir pasiskirstymo funkcijos pil- 
nąjį pokytį šiame stačiakampyje: 

AsF = F(x5,y5)- Flx15Y2)- Flx25Y1)+ FV). 


Teorema. Tikimybė aitsitiktiniam dydžiui (X, Y) patekti į stačiakampę sritį 
S lygi dvimatės pasiskirstymo funkcijos pokyčiui toje srityje: 


P((X, Y)e 5)=A5F. 

A Tikimybė, jog (X, Y) įgis reikšmes iš srities S (30 pav., b), yra: 
P((X, Y)e S)=P(x < X <x;, x <Y<y;)= 

=P(X<x;, Y<y;) -P(X<x,, Y<y;) -P(X<x;, Y< yį) + 
+P(X <x,, Y<y, )= F(x2,y>)- Fl4577)- Flx2,Y1)+ Fa). A 
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Iš šios teoremos išplaukia toks teiginys. 

Teiginys. Pasiskirstymo funkcijos F(x, y) pilnasis pokytis yra neneigia- 
mas: AsF 20. 

Taip yra iš tikrųjų, nes šis pokytis — tikimybė. 

Kai dydis vienmatis, kiekviena realioji, vienareikšmė, nemažėjančioji bei 
tolydi iš kairės funkcija F, kuriai būdingos savybės F(+2) = 1 ir F(-0e)= 0, 
yra tam tikro atsitiktinio dydžio pasiskirstymo funkcija. Dvimačiam dydžiui 
analogiškų savybių nepakanka. 

Tarkime, kad realioji vienareikšmė funkcija G(x, y) tenkina 2, 3 ir 4 sa- 
vybę. Ji bus kurio nors dvimačio atsitiktinio dydžio pasiskirstymo funkcija tik 
tada, kai A;G 20. Yra pavyzdžių (žr. [1]), kai 2, 3 ir 4 savybė tenkinama, 
tačiau A;G < 0. Nagrinėjant vienmačius dydžius, tokia problema nekildavo — 
juk nemažėjančiosios funkcijos pokytis intervale [x;, x;) yra neneigiamas. 


Pavyzdys. Atsitiktinio vektoriaus (X, Y) pasiskirstymo funkcija 
0,kaix <Oarba y<0, 
F(x,y)= xy*,kai 0< x, y<1, 
I,kaix>lir y >1. 
Apskaičiuokime tikimybę P| 0< X < :, is Y< !) 


A Ši tikimybė lygi F(x, y) pokyčiui stačiakampyje: 


Plo<x<!.1<y<1|=p[1-1)-P(0, 5-1. 1 |+plo, 1|- 
2 2 2 22 2 
1 


4.3. Diskretieji dvimačiai vektoriai 


Nagrinėsime dvimatį atsitiktinį dydį (X, Y), kurio komponentės X ir Y yra 
diskrečiosios. Tokio dydžio įgyjamų reikšmių aibė — taškų (x; y;) visuma — 








reikšmes (x;;y,); (čiai = 1, n, j = I, m) su tikimybėmis 


P((X =) NY =»;)=P(X =5,Y =y;)= Pi (i=1,n, j=1, m). 


šigė ss 


kimybių pj; (i =1,2,..., j=1,2,...) begalinę seką. 
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Kadangi įvykiai 

(T =5,F=yjs i= L jm 
sudaro pilnąją įvykių grupę, tai 

n m 

XV Dj=L 

i=l j=1 

Diskrečiojo dvimačio atsitiktinio dydžio (X, Y) tikimybių skirstiniu vadi- 
name reikšmių (x;; y;) ir tikimybių p; (i = In, j = 1, m) visumą. 


Skirstinį užrašykime lentele: 





Iš pilnosios tikimybės formulės išplaukia, kad 


m — 
Vpy = P(X =x)= p; (= L), 
j= 


n — 

Vp; =P =x;)=ą; (= m). 

i=1 

Taigi, žinodami dvimačius skirstinius p;, gauname (juos sudėdami) vien- 
mačius skirstinius p; ir g; (jie vadinami marginaliaisiais). 

Diskrečiojo vektoriaus (X, Y) pasiskirstymo funkciją galime išreikšti ti- 
kimybėmis p; : 

F(x, y)=P(X<x, Y<y)= Y, Nj. y)e RV. 

X; <X Vj <Y 

Čia sudedame tikimybės pj; , turinčias tokius indeksus i ir j, su kuriais x; < x ir 
Yi < VY. 

1 pavyzdys. Dėžėje yra 1 baltas, 2 juodi ir 3 raudoni rutuliai. Iš jos atsi- 
tiktinai ištraukiami 2 rutuliai (negrąžinamoji atranka). Sakykime, X - ištrauktų 


baltų rutulių skaičius, Y — juodų. Užrašykime atsitiktinio vektoriaus (X, Y) 
skirstinį. 
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A Remdamiesi hipergeometriniu dėsniu, gauname: 


Sei o d 

p; =P(X =i, Y=j) = ————-, i=0,l; j=0,1,2; + jS2. 
C; 

Tikimybių skirstinį užrašome lentele: 





32 pav. 


Paskutiniajame stulpelyje įrašytas vienmatis X skirstinys P(X =i)= 
= p; (i=0,1), o paskutiniojoje eilutėje — vienmatis Y skirstinys P(Y = j) = 
=ą;(j=0,1,2). 


Geometrinis skirstinio p; vaizdas pateiktas 32 paveiksle. 


2 pavyzdys. Ryšio linija nepriklausomai vienas nuo kito perduodami du 
pranešimai. Pirmojo pranešimo priėmimo tikimybė p, = 0,9, antrojo - p; = 0,8. 
Dvimačio atsitiktinio dydžio (AX, Y) komponentės apibrėžiamos taip: 

“JI, kai pirmasis pranešimas priimtas, 

ki a kai pirmasis pranešimas nepriimtas, 

“JI, kai antrasis pranešimas priimtas, 

“ B kai antrasis pranešimas nepriimtas. 
Raskime atsitiktinio dydio (X, Y) skirstinį. 

A Pirmiausia ieškomąjį skirstinį apibūdiname tikimybėmis p;;: 

Po =P(X =0, Y=0)=(1- p, )1- p;) = 0,02, 

Pu =P(X =0, Y=1)=(1- p; )p> =0,08, 

Po =P(X=1I, Y=0)= p(1—p>)=0,18, 

Pi=P(X=1, Y=1)= pp; = 0,72. 








Dėsnį nusakome dvimate pasiskirstymo funkcija: 
0,kaix < Oarba y<0, 
0,02, kai x >0, y<1, 
F(x,y)=340,10,kai0O<x<lir y >1, 
0,20, kai x >lirO< y<I, 


1,kaix>lir y >1. 


Marginaliosios X ir Y pasiskirstymo funkcijos yra tokios: 


0,kaix<0, 0,kai y<0, 
F(x)=40,10,kai 0O<x SI, F,(y)=40,20,kai0O< y<1, 
I,kaix > 1; I,kaiy>1. A 


4.4. Tolydieji dvimačiai vektoriai 


Vektorių (X, Y), kurio dvimatė pasiskirstymo funkcija F(x, y) yra tolydi, 
vadinsime tolydžiuoju atsitiktiniu vektoriu. Tokio vektoriaus koordinatės X ir 
Y yra tolydieji dydžiai. Kaip ir vienmačiai dydžiai, tolydieji dvimačiai dydžiai 
gali būti arba absoliučiai tolydūs, arba singuliarieji. Singuliarieji praktikoje 
nevartojami, todėl jų nenagrinėsime. 

Apibrėžimas. Dvimarį atsitiktinį vektorių (X, Y) vadiname absoliučiai to- 
lydžiu (toliau jį vadinsime tolydžiuoju), jeigu egzistuoja tokia funkcija p(x, y), 
su kuria pasiskirstymo funkcija 


F(x,y)= | [ot v)dudv, 


---— 


kai (x;y)e Rl. 
Funkciją p(x, y) vadiname dydžio (X, Y) tikimybių tankio funkcija (trum- 
pai - tankiu). Jai būdingos šios savybės: 
1) Tankis yra neneigiamoji normuotoji funkcija: 
P(x, y) Z 0 su visais (x; y)€ R? (išplaukia iš apibrėžimo), 
10 10 
| | p(x, y)dxdy =1 (išplaukia iš savybės F(+,+)= I). 


-o-—- 


2) Jeigu tankis p(x, y) yra tolydus taške (x; y), tai 


0ŽF(x, y) 


p(x,y)= Say 
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Įrodymas išplaukia iš apibrėžimo ir integralo su kintamaisiais rėžiais di- 
ferencijavimo taisyklės. 
3) Tikimybė, jog tolydusis dydis (X, Y) įgis reikšmes, esančias stačiakam- 
pyje S = (59): x) SX < X, V, S Y < Y2) , yra 
XM 
P(X, Y)e 5)= | | plk dd. 
nM 
Tai išplaukia iš apibrėžimo ir savybės 
P((X, Y)e S)=A5F. 
Šį teiginį galime apibendrinti imdami bet 
kurį erdvės R? poaibį D (nebūtinai stačiakampį): 
P((X, Y)e D)= || (x, »)drdy. 
(D) 33 pav. 
Šios tikimybės skaitinė reikšmė lygi kūno, 
kurį riboja pagrindas D ir paviršius z = p(x, y), tūriui (33 pav.). 
4) Atsitiktinio vektoriaus koordinačių X ir Y tankis (marginalusis tankis) 
Pi(x) ir p>(y) išreiškiamas dvimačiu tankiu p(x, y): 


Di(6)= | pls y)dy, pa(v)= | PCs y)dx. 


-0o -0o0 


A Tikrai, nes 


F(x)= F(x, +) = | [pu vai 





F(x)= |pilujau, 


-0o 


o tada 


pilu)= | plu,v)av. 


Antrasis teiginys įrodamas analogiškai. A 
Paprastas, bet reikšmingas dvimačio tankio pavyzdys yra tolygusis (past- 


ovus) srityje De R? tankis. Kai srities D matas (plotas) [D] yra baigtinis, 

tolygusis tankis apibrėžiamas taip: 
plz, »)=4|DV 
0,kai (x; y)e D. 


kai (x; y)e D, 
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Tikimybė, jog (X, Y) įgis reikšmę aibėje B, apskaičiuojama pagal geomet- 

rinį tikimybės apibrėžimą: 
|B ND| 
P((X, Y)e B)= ——. 
|D| 

Detaliau išnagrinėsime keletą tolydžiųjų skirstinių. 

1 pavyzdys. Dviejų elementų 4 ir B ilgaamžiškumą apibūdina vektoriaus 
(X, Y) pasiskirstymo funkcija 

=x -2y —(x+2y) : . 
1-e“*-e"'+e „kaix2O0iry20, 

F(x,y)= d 
O kitais atvejais. 


Raskime marginaliuosius X (elemento 4 ilgaamžiškumo) ir Y (elemento B il- 
gaamžiškumo) skirstinius. Apskaičiuokime tikimybės P(0< X <!, Y>2) ir 
P(X<Y). 

A Vektoriaus (A, Y) tankis 

0ŽF(x, y) |2e6*2) kai x20ir y 20, 
PUJLS— 
OxJy 

Elemento A ilgaamžiškumo A tankis (marginalusis tankis) 
po)= | Pa0)d= asta e“ (x20), 


-0o 


elemento B 


P0)= [pt yldx= Jets 26“ (y20). 


-0o 


O kitais atvejais. 


Marginaliosios X ir Y is funkcijos yra tokios: 

F(x)= F(x, +>)=1-e" (x20), 

Fs(y)= F(tee,y)=1-e" (y20). 

Vienmačius X ir Y tankius galėjome apskaičiuoti pagal formules 
dF (x dF. 

po)- 0, pp - 0, 


dy 
Tikimybė 





= -1 





P(0<X<I, Y>2)= E ups) 
02 
Ją galėjome apskaičiuoti remdamiesi pilnuoju F(x, y) pokyčiu AgF 


stačiakampyje S = ((x;y): 0Sx<I, 2S<y<+0). 
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Pagaliau tikimybė 


P(Y< X)=P(0<X<+, Y< X)= [266 asay = 


00 
= ojoje = 2 
0 0 


Apskaičiavome tikimybę, jog elemento B ilgaamžiškumas bus mažesnis 
už elemento A ilgaamžiškumą. A 


2 pavyzdys. Tiekėjas garantuoja prekių pristatymą užsakovui bet kuriuo 
sutartos dienos metu. Užsakovas reikalauja, kad prekės jam būtų pristatytos 
sutartą dieną. Prekių užsakymas ir pristatymas per bet kuriuos vienodus laiko 
tarpus yra vienodai tikėtinas. Apskaičiuokime tikimybes, kad: 

a) prekės bus užsakytos ir pristatytos pirmoje dienos pusėje; 

b) prekės bus užsakytos tik tada, kai bus pristatytos užsakovui. 

A Sakykime, X - prekių pristatymo laikas, išreikštas dienos dalimi, Y — 
užsakymo laikas. Aišku, kad atsitiktinio dydžio (AX, Y) įgytos reikšmės prilauso 
kvadratui S = ((x;y): 0<x<!, 0O<SyS<I), o tankis yra tolygusis: 


I, kai (x; y)e S, 


nas S. 


Tikimybės 
11 
1 1) 77 1 
Pjosxsi, 0sys3 Je | [lade i, 
2 2) 44 4 


L1 
P(Y > X)=P(0< X<I, Y > X)= | [Iardy==. 

0x 
Šios tikimybės yra: 
a) gretasienio, kurio pagrindas S, , tūrio skaitinė reikšmė (34 pav., a); 
b) prizmės, kurios pagrindas S;, tūrio skaitinė reikšmė (34 pav., b). 
Tikimybes P((X,Y)e S;) (/=1,2) galima apskaičiuoti remiantis geo- 


metriniu apibrėžimu: 


Is ns) 


P((X,Y)e 5;)= S 





i=1,2. 


Įsitikinkite. A 
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a) b) 
34 pav. 


4.5. Sąlyginiai skirstiniai 


Antrajame skyriuje apibrėžėme sąlyginę įvykio A, kai įvykęs įvykis B, ti- 
kimybę: 
P(Af1B) 


B kai P(B) *0. 


P(4|B)= 


Analogiška atsitiktinių vektorių sąvoka yra sąlyginis skirstinys. 
Sakykime, (X, Y) yra diskretusis vektorius, kurio tikimybių skirstinys 


Pij sP(X =5;, Y= y), i=1,2,..., j=1,2,... 


Koordinačių skirstiniai 
P; =P(X =x)= V. Pys 1 = 12 is 


J 
4; =P =Y5)= Dy j=1,2,... 


Sąlygines įvykių (X =x;) (/=1,2,...), kai jau yra įvykęs įvykis 
tY = y;),, tikimybes vadinsime diskrečiojo dydžio X sąlyginiu skirstiniu, kai 


Y= y;, ir apibrėšime taip: 








P(X =x;, T=X) Bi G=1,2,..) 


P(X=x,|Y=y;)= 
ą P(Y= 7) Gį 






su visais j, su kuriais g; * 0. 
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Analogiškai diskrečiojo atsitiktinio dydžio Y sąlyginis skirstinys, kai X = 
= x;, apibrėžiamas formule 


P(X=x;, Y= y; ij 
( EEE 
P(X =x;) 


P(Y =y; | X =x;)= 





Pi 
kai p; £0. 


Sąlygines pasiskirstymo funkcijas galime išreikšti taip: 


E(x|Y=x;)=P(X <x|Y=y;)= NY RX=5|Y=7;), 


X; <x 


Ely|X=x)=P(Y<y|X=>5)= YPY=y,|X=5;). 
Y;<Y 


Toliau tarkime, kad (X, Y) — tolydusis vektorius, kurio dvimatis tankis 
plx, y), o komponenčių tankis 


0 o 


Pi(a)= [ps )4, Px(y)= f P(x, y)dx. 


-0 -0o 


Sąlyginį atsitiktinio dydžio X tankį, kai Y= y, apibrėžiame taip: 


pi lY> = ns y> 202) 
Px(y) 





su visais y, su kuriais p»(y)*0. 

Geometrinė šio tankio interpretacija yra 
tokia. Paviršių z = p(x, y) kertame plokštuma 
y =y ir sankirtos kreivę z = p(x, y) ištem- 
piame arba suspaudžiame išilgai ašies Oz, 
daugindami ją iš pastovaus koeficiento 

| 
— (35 pav.). 
Px(y) 

Analogiškai apibrėžiamas dydžio Y sąlyginis tankis, kai X= x: 








35 pav. 


Bo X=5)= p= 20, 
Pi(x) 


kai p,(x)£0. 
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Sąlyginės pasiskirstymo funkcijos išreiškiamos formulėmis 


[piojau 


Ą(x|»)= Jatelyjai ==>———, 


-0o 


y 
| p(x,v)dv 


J. 
Fy|x)= [p-0ldv= =—>— 


Sąlyginiam tankiui būdingos visos tankio savybės. Pavyzdžiui, 


D(x |») 20, | pi(x|y)de=1. 


-- 


1 pavyzdys. Vertindami detalės kokybę, atsižvelgiame į du rodiklius: de- 
talės ilgį X bei storį Y. Dvimačio atsitiktinio dydžio (X, Y) komponentes api- 
brėžiame taip: 


0, kai detalės ilgis yra leistinose ribose, 
1 priešingu atveju; 

“ J0, kai detalės storis yra leistinos ribose, 
R 1 priešingu atveju. 
Statistiškai nustatyta, jog 570 detalių yra nekokybiškų, be to, 190 iš jų — dėl de- 
talės ilgio defektų, 370 — dėl storio defektų ir 190 — dėl ilgio bei storio defektų. 
Užrašykime atsitiktinio dydžio (X, Y) sąlyginius skirstinius. 

A Diskretusis dydis (X, Y) gali įgyti keturias reikšmes: (0, 0), (1, 0), 
(0, 1) ir (1, 1). Dvimatis detalių kokybės skirstinys toks: 

Po, =P(X =0, Y=0)=0,95, po=P(X=1I, Y=0)=0,01, 

Pa =P(X =0, Y=1)=0,03, p,=P(X =1, Y=1)=0,01. 


Jį užrašome lentele: 








Lentelės paskutiniajame stulpelyje ir paskutiniojoje eilutėje parašyti vien- 
mačiai X ir Y skirstiniai. Pavyzdžiui, p, = P(X = 0) = 0,95 +0,03 = 0,98 yra 
tikimybė, jog detalės ilgis X yra leistinose ribose. 

Sąlyginius skirstinius apskaičiuojame remdamiesi jų apibrėžimu. 

Tarkime, kad koordinatė Y = O (detalės storis yra leistinose ribose). Tada 
detalės ilgio X sąlyginiai skirstiniai bus tokie: 





P(X=0|F=5=Ž0-92 
g; 0.96 96 
ale a UT 
g; 096 96 


Analogiškai, fiksavę kitą Y reikšmę (Y = 1), gauname tokius detalės ilgio 
X sąlyginius skirstinius: 


3 1 
P(X =0|Y=1)=Z, P(X=1|Y=1)=-. 
( (FS Y-5 PR-IESŲ- 


Skaitytojas nesunkiai apskaičiuos sąlyginius Y skirstinius. A 


2 pavyzdys. Atsitiktinis dydis (X, Y) tolygiai pasiskirstęs kvadrate S, ku- 
rio viršūnių koordinatės (-1; 0), (0; 1), (1; 0) ir (0, -1). Apibūdinkime koordi- 
načių X ir Y sąlyginius tankius. 

A Dvimačio dydžio (X, Y) tankis (36 pav., a) 


1 

ra. kailx;y)e S, 
p(x,y)=34|5| 

0,kai(x;y)e S. 


P(x, y) 





a) 6) 


36 pav. 
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Kvadrato S plotas |S | = 2 (36 pav., b). 
Vienmačių dydžių X ir Y tankiai (marginalieji) yra 


1+x 
L jap=itai kai-1<x<0, 


-(1+x) 


1. 1+x 
D6)= [Px »)dv= : [dv=1-x,kaiO<x=1, 
-= (I+x) 


0,kaix<-larbax >1 


1+y,kai-1<y<0, 


Px(y)= Tris y)dx=+1-y,kai0< y<1, 
r 0,kai y<-larba y >1. 


Trumpiau, 


1- |x|, kai |x|<1, 1-|y|, kai |y|<1, 
»c4-| pli P] kai | 


0, kai |x|> I, 0, kai |y|> 1. 


Tai Simpsono (trikampiškasis) skirstinys. 
Kai | »| <!, sąlyginis X tankis 
2 
P(*Y) 12 |) 
Px(V) 


kai |x|<1- ||, 
Pi(x|Y)= 
0, kai |x|> 1-|y|. 


Sakykime, Y = 0. Tada sąlyginis X tankis 

L „kai |x|< sl; 

P(x|0)= Ž 
0, kai |x|> I. 


Kai x |<!, sąlyginis Y tankis 





1 
—————-,kai |y|<1- [x 
px(y|x)=420-| |) b|s1-| 


0, kai |»|>1- || A 
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4.6. Nepriklausomieji atsitiktiniai dydžiai 


Apibūdinsime atsitiktinio vektoriaus (X, Y) koordinačių X ir Y nepriklau- 
somumo sąvoką. Intuityvi šios sąvokos samprata paprasta: atsitiktiniai dydžiai 
yra nepriklausomi, jei jokia informacija apie vieną šių dydžių nekeičia kito dy- 
džio tikimybių skirstinių. Remdamiesi įvykių 4 ir B nepriklausomumo api- 
brėžimu 

P(A(1B)= P(A)P(B), 


apibrėšime dviejų atsitiktinių dydžių X ir Y nepriklausomumą. 

Sakykime, F(x, y), Fi(x) ir F5(y) yra atsitiktinio vektoriaus (X, Y) ir jo 
koordinačių X bei Y pasiskirstymo funkcijos. 

Apibrėžimas. Atsitiktinius dydžius X ir Y vadiname nepriklausomaisiais, 


"p až 2 
Jei su visais (x;y)e R 


P(X<x, Y<y)=P(X <x)P(Y < y), 


t. y. jei 
F(x,y)= A(x) K (9). 


Taigi dydžius X ir Y vadiname nepriklausomaisiais, kai dvimatė pasiskirs- 
tymo funkcija F(x, y) lygi koordinačių vienmačių pasiskirstymo funkcijų F(x) 
ir Fx(y) sandaugai. Šis apibrėžimas yra universalus; jis tinka tiek diskretie- 
siems, tiek tolydiesiems atsitiktiniams dydžiams. Tačiau dydžių nepriklauso- 
mumo sąvoką galima apibrėžti remiantis ne pasiskirstymo funkcijomis, o ki- 
tomis, jiems būdingesnėmis, charakteristikomis. 

Diskrečiųjų atsitiktinių dydžių nepriklausomumą apibūdina lygybė 


P(X= x;, Y=y;)= P(X = x;)P(Y = y;) 








su visais i, / = 1,2, ..., o tolydžiųjų - lygybė 


P(x») = Pi (x)P> (V) 


su visais (x; y)€ R. 
Jeigu nors su viena skaičių pora (X; 7)e R? 
F(x, y)* R(X)F (V), 


tai atsitiktiniai dydžiai X ir Y vadinami priklausomaisiais. Tai tikimybinė pri- 
klausomumo sąvoka, kuri skiriasi nuo analizėje nagrinėtos funkcinės priklau- 
somybės sąvokos. Jei dydžiai susieti funkcine priklausomybe, tai, žinodami 
vieno dydžio reikšmę, determinuotai ir vienareikšmiškai apibrėžiame kito dy- 
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džio reikšmę. Jeigu dydžių priklausomybė yra tikimybinė, tai, žinodami vieno 
atsitiktinio dydžio reikšmę, galime apibrėžti kito atsitiktinio dydžio tiktai tiki- 
mybių skirstinį. Sakykime, atsitiktinis dydis X yra žmogaus ūgis, o dydis Y — 
jo masė. Šie atsitiktiniai dydžiai yra priklausomieji, tačiau jų tarpusavio pri- 
klausomybė ne funkcinė. Tiesa, kartais juos bandoma susieti empirine formule 
Y= X- 100, tačiau konkrečiais atvejais ji gali būti labai netiksli. Dydžius X ir 
Y sieja tikimybinė priklausomybė. 

Pateiksime dar keletą pavyzdžių. 

1 pavyzdys. Sakykime, X — skaičius akučių, atvirtusių metant kauliuką 
pirmą kartą, Y — metant antrą kartą. Diskretieji atsitiktiniai dydžiai X ir Y yra 
nepriklausomi, nes 


P(X =i, Y = /)= P(X =/)P(Y = /)su visaisi, j =1,6. 
Pakeiskime šio pavyzdžio sąlygą. 


2 pavyzdys. Sakykime, X — pirmojo metimo rezultatas, o 
| jei pirmuoju metimu atvirto mažiau akučių, negu antruoju, 


I kitais atvejais. 


Dydžio (X, Y) tikimybės skirstinį užrašykime lentele: 








Dydžiai X ir Y yra priklausomi, nes, pavyzdžiui, 
26.15 

P(X=4, Y=0)=—>+—-—=P(X =4)-P(Y =0). 

( ) 56 56 56 ( )-P( ) 
3 pavyzdys. Ištirkime, ar 4.4 skyrelio 2 pavyzdyje nagrinėtas prekės ga- 

vimo laikas X ir užsakymo laikas Y yra priklausomieji dydžiai. 

A Kadangi 
p(x,y)=1, kai0<Sx,yS1, 


|| 
Pi(x)= | P »)dy= 1, kaiO<x<I, 
0 
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l 
Px(Y)= [pc y)dx =1, kai0S yS1, 
0 


P(xsY)= P(x)Px(»), kai OS x, ys, 
tai dydžiai X ir Y yra nepriklausomi. A 

4 pavyzdys. Išsiaiškinkime, ar 4.5 skyrelio 2 pavyzdyje nagrinėti dydžiai 
yra priklausomi. 

A Kadangi ; z(I -|+)a = ||). kai, pavyzdžiui, x = O ir y = 0, tai dydžiai 


AX'ir Y yra priklausomi. A 
Vėl imkime stačiakampį S = ((x; y): X, <X<X5, VY, Sy< >). 
Teorema. Jei dydžiai X ir Y yra nepriklausomi, tai 


P((X, Y)e 5)=(H(x2>)- Ra) (2) E (vi )). 

A Žinome, kad 

P((X, Y)e 5)= F(x55>)- Fl45Y)- Fl2,Y1)+ Fi). 

Nepriklausomųjų dydžių X ir Y dvimatė pasiskirstymo funkcija F(x, y)= 
= F(x) K (y), todėl 

P((X, Y)e 5)= K(x5)- K(0>)- A) 0>)- AC): Gy) )+ 

+ Ala): R) = K) (V2)- BOA (LA (>)- R) = 

=(F(x>)- Kla )U50>)- K). A 


Baigdami skyrių, atkreipsime dėmesį į tokius teiginius. 
Jei dydžiai X ir Y yra nepriklausomi, tai sąlyginiai skirstiniai sutampa su 
besąlyginiais. Pavyzdžiui, 


P(X=x |Y=x;)=P(X =x;), i=1,2,..., 
Pi(x|/)= pi(x), xe R. 

Iš dvimačių skirstinių galima gauti vienmačius. Antai 
F(x, +»)= F(x), Fl+—, y)= F(y). 


Turint vienmačius skirstinius, galima apibūdinti dvimatį skirstinį, kurio 
komponentės yra nepriklausomosios. Pavyzdžiui, 


F(x, y)= A(x) K (9). 
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Priklausomųjų dydžių dvimatį skirstinį galima nusakyti žinant vieno iš tų 
. dydžių marginalųjį ir kito sąlyginį skirstinį. 

Apibrėžimai ir teiginiai, tinkantys dvimačiam atsitiktiniam vektoriui (X, Y), 
tinka ir vektoriams su didesniu skaičiumi koordinačių. Pavyzdžiui, galėsime 
teigti, kad »-mačio vektoriaus (Ai, A2, ..., X,) koordinatės yra nepriklausomos, 
jeigu n-matė pasiskirstymo funkcija lygi koordinačių pasiskirstymo funkcijų 
sandaugai: 


P(X, <x,, X; <X,..., X, < X,)= 


=P(X, <+)PG; <) PLA, <x*,) (ii je RV. 


Uždaviniai 


1. Atsitiktinio vektoriaus (X, Y) tikimybių skirstinys pateiktas lentele 





Užrašykite dydžių X ir Y marginaliuosius skirstinius. Nustatykite, ar X ir 
Y yra priklausomieji dydžiai? Apskaičiuokite tikimybės P(X = Y), P(X > Y), 
P(X< 1,5, Y > 2). 


2. Simetriška moneta metama tris kartus. X — atvirtusių herbų skaičius, Y -— 
metimo, kurio metu pirmą kartą atvirsta herbas, numeris (jei visus tris kartus 
atvirsta skaičius, laikoma, kad Y = 4. Sudarykite atsitiktinio vektoriaus (AX, Y) 
tikimybių skirstinį. Nustatykite, ar dydžiai X ir Y yra priklausomi. Apskaičiuokite 
tikimybes P(X < 2, Y <2), P(X 21, Y21), PX<2, Y=3) P(X=2| Y=I), 


P(X<3| Y=2,P(Y=4). 


3. Iš 36 kortų malkos atsitiktinai ištraukiamos dvi kortos. X — ištrauktų 
tūzų skaičius, Y — ištrauktų karalių skaičius. Sudarykite vektoriaus (X, Y) 
skirstinį, nustatykite, ar dydžiai X ir Y yra priklausomi, ir apskaičiuokite tiki- 
mybes P(X > Y), P(X = Y), P(X < Y). 
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4. Įsitikinkite, kad funkcija 
2,kai 0Sy<x,0<xSI, 
P(*,Y) = 


O kitais atvejais 
yra dvimačio atsitiktinio dydžio (X, Y) tikimybių tankis. Pateikite geometrinį jo 
vaizdą. Raskite marginaliuosius ir sąlyginius tankius. Apskaičiuokite tikimy- 


bsP|x<! | P(l<x<!. l<y<! | Pix> 29). 
2 4 2'4 2 


5. Dviejų sistemų ilgaamžiškumas (7, T;) apibūdinamas tikimybių pa- 
siskirstymo funkcija 


Pa šs I-e7* i ae M per A kai ų20ir4520, 
p 5)= Ri Zi 
O kitais atvejais. 
Raskite tikimybių tankį p(/,, />) ir vienmačius skirstinius. Apskaičiuokite 
įvykių 


A= Įabiejų sistemų ilgaamžiškumas bus ne mažesnis už T), 
B= (praėjus laiko tarpui T, pirmoji sistema suges, o antroji - ne), 
C = [pirmoji sistema suges greičiau už antrąją) 
tikimybes. Nustatykite, ar dydžiai T, ir 7; yra priklausomi. 
6. Yra žinomas vektoriaus (A, Y) tikimybių tankis: 
2e7“*) kai O<x<yirOSy<a, 
P(Y)=1 o 
O kitais atvejais. 


Raskite marginaliuosius A ir Y skirstinius. Nustatykite, ar dydžiai X ir Y 
yra priklausomi. Apibūdinkite sąlyginius tankius. Apskaičiuokite tikimybes 
P(X 21), PX 21, Y21), P(X 21 | Y> I). 


7. Dvimatis tankis 
Cxy,kai 0O<x<lirO<y<2, 

PO s ša 
O kitais atvejais. 

Raskite konstantą C, dvimatę pasiskirstymo funkciją bei sąlyginius tan- 
kius pi (x|»)ir p> (y | x). 

8. Vektoriaus (X, Y, Z) tikimybių tankis 

12xŽyz,kai O<x,y,z<1, 
P(x, y,z)= | „ 2 


O kitais atvejais. 


Raskite vienmates pasiskirstymo funkcijas ir apskaičiuokite tikimybę 
P(X < Y< Z). 
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9. Dvimatė vektoriaus (X, Y) pasiskirstymo funkcija 
0,kai x<Oarbay<0, 
xy,kai O0<x<lirO<y<l, 
F(x,y)=4x,kai O<x<liry21, 
y,kai O<y<lirx21, 
1, kai xZliry21. 
Apibūdinkite vektoriaus (X, Y) reikšmių aibę. Raskite dvimatį tankį p(x, y) 


ir marginaliuosius skirstinius. Apskaičiuokite tikimybes Px 22, r2i 
Pl ar 
2 


klausomi. 


/z3) P(X=21>3) Nustatykite, ar dydžiai X ir Y yra pri- 





10. Atsitiktinio vektoriaus (X, Y) tankis 


-*(+Y) kai 
xe „kai 0<x,y<e, 
P(x, y) = | Ž 


O kitais atvejais. 


Raskite marginaliuosius ir sąlyginius skirstinius. Nustatykite, ar dydžiai X 
ir Y yra priklausomi. Apskaičiuokite tikimybes P(X < Y) ir P(X = Y). 


11. Dėžėje yra 2 balti, 3 juodi ir 3 raudoni rutuliai. Iš jos atsitiktinai 
ištraukiami du rutuliai. Tarkime, jog X - ištrauktų baltų rutulių skaičius, Y — iš- 
trauktų raudonų rutulių skaičius. 

Parašykite atsitiktinio vektoriaus (X, Y) tikimybių skirstinį. Pateikite są- 
lyginius dydžio X skirstinius. Uždavinį spręskite, kai atranka yra: 

a) grąžinamoji; 

b) negrąžinamoji. 


12. Atsitiktinio dydžio X skirstinys yra eksponentinis: 
FC) 0,kai x<0, 
= 
1-6“ kai x20. 
Tarkime, kad parametras J. yra atsitiktinis dydis, kurio skirstiniai: 
a) p,(x)=e ",kai x 20 (eksponentinis); 


b) P(X =k)=p(|- pr „kaik21 (geometrinis). 
Raskite atsitiktinio dydžio X tankį. 
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13. Atsitiktinio dydžio X skirstinys yra geometrinis, be to, atsitiktinis jo 
parametras p tolygiai pasiskirstęs atkarpoje [0, 1]. Raskite dydžio X pasiskirs- 
tymo funkciją. 


14. Laikydami, kad X yra atsitiktinis dydis, įgyjantis sveikąsias nenei- 
giamąsias reikšmes, ir 


P(X2k+1|X 2k)=P(X 21) (čiak=0,1,2,...): 


a) pateikite šio sąryšio interpretaciją, jei X — techninės sistemos gyvavimo 
trukmė; 
b) nustatykite X tikimybių skirstinį, jei P(X = 0) = 3 


ATSITIKTINIŲ DYDŽIŲ FUNKCIJOS 


Sprendžiant taikomojo pobūdžio, tarp jų ir inžinerinius, uždavinius, 
dažnai tenka remtis vieno arba keleto atsitiktinių dydžių funkcijomis. 
Tarkime, kad į sistemą patenka x atsitiktinių signalų Xi, A5, ..., X, 
(37 pav.). Juos transformavusi, sistema išleidžia signalą 


Y= f(X,, X;,..., X). 


Sistemą apibūdinanti funkcija f ga- 
li būti, pavyzdžiui, tiesinė: 





Y=a X, +a,X;, +..+a,AX,; 37 pav 


čia a; (i = 1,1) - realieji skaičiai. Tai ypač svarbi praktikoje ir būdinga 
pačiai tikimybių teorijai funkcija. 

Šiame skyriuje, žinodami atsitiktinių dydžių X, (i = 1,1) tikimybių 
skirstinius ir funkciją f, ieškosime atsitiktinio dydžio Y = £X,, Xo, ..., X,) 
skirstinio. 


5.1. Vienmačių dydžių funkcijos 


Sakykime, elementariųjų įvykių erdvėje €2 apibrėžtas atsitiktinis dydis 
X = X(0o). Be to, tarkime, kad f yra realioji funkcija. Funkcijų f ir X superpo- 
ziciją Y = AX(0)) vadiname atsitiktinio argumento funkcija (atsitiktinio dy- 
džio funkcija). 

Kaip apibūdinti atsitiktinio dydžio Y = f(X) tikimybių skirstinį, jei funk- 
cija f ir dydžio X skirstinys yra žinomi? Pirmiausia šią problemą ir jos spren- 
dimą iliustruosime pavyzdžiais. 


1 pavyzdys. Atsitiktinio dydžio AX skirstinys pateiktas lentele: 


885 T AA 
AAS JA KO AK RKS: 


Raskime šio dydžio funkcijų 
Y=2X-lirZ-X 
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A Dydžio Y įgyjamų reikšmių aibė 62, = (-3,—1,1) ir tikimybės 
P(Y =-3)=P(X =-1)=0,2, 

P(Y =-I)=P(X =0)=0,5, 

P(Y=1)=P(X =1)=0,3. 

Taigi dydžio Y skirstinys yra toks: 

| 

L B | 02 | 06) | 08 | 
Dydžio Z įgyjamų reikšmių aibė €25 = (0,1) ir tikimybės 
P(Z=0)=P(X =0)=0,55, 

P(Z=1)=P(X?=1)=P(X =-1)+P(X =1)=0,5. 
Dydžio Z skirstinį galime pateikti tokia lentele: 


2 pavyzdys. Atsitiktinis dydis X tolygiai pasiskirstęs intervale (0, 1). Ras- 
kime dydžio Y = = skirstinį. 


A Dydžio X pasiskirstymo funkcija 


0,kaix<0, 
Fy.(x)=įx,kai0<x SI, 
I,kaix > 1. 
Tada 
1 1 1 1 
Fy(y)=P(Y<y)=P| —<y |=P| X >- |=1- F,|- |=1--, 
X k y y 
kai ge Lana y. kai y >1. Vadinasi, 
Y 
0,kai y<1, 
F. = 
A gi g 
Y 
Tankis 
0,kai y<1, 
Py(y)= Fr ()= L 
y2 
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Atsitiktinio dydžio Y pasiskirstymo funkcijos galėjome ieškoti ir tokiu 
būdu: 


l 
Fy(y)=P 0) [p.codr= [lar=1-L, kaay>1. A 
X 4 y 


k) 1 


3 pavyzdys. Tolydžiojo atsitiktinio dydžio X tankis yra p(x), o dydis 
-1,kai X <0, 
Y=sgn X =40,kai X =0, 
I, kai X > 0. 
Apibūdinsime Y skirstinį. 
A X yra tolydusis dydis, bet Y - diskretusis. Jo įgyjamų reikšmių aibė 
0, =(-1,0,1). Tokia dydžių transformacija (diskretinimas) dažnai pasitaiko 
aprašant ir sprendžiant inžinerines problemas. 
Tikimybės 


0 
P(Y=-1)=P(X <0)= |p(x)dr= Fr (0), 


P(Y=0)=P(X =0)=0, 


P(Y=I)=P(X >0)= [po)ax =1- Fy(0); 
0 
čia Fy(0)=P(X<0). A 


Toliau nagrinėsime bendresnius atvejus. 
Diskretieji dydžiai. Atsitiktinio dydžio X skirstinys pateiktas lentele 


čia y; = J(x;), j =1,2,... Tikimybes g; išreikškime tikimybėmis p; . 
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Jei funkcija f yra tolydi ir monotoninė (egzistuoja vienintelė atvirkštinė 
funkcija), tai 


g; =P(Y=x5)=P(/(X)= (6 )=P(X =x,)= pj j= 1,2, 
Taigi tikimybės nepakito ir g; = p; su visais j21. 

Jeigu funkcija f nemonotoninė (pavyzdžiui, Y = A*), tai atvirkštinė funk- 
cija f7! yra nevienareikšmė ir 

P(/(X)= f (4) > P(X = x; ). 
Šiuo atveju tikimybės 

g; =P =5)=PUX)=5)= YPX = A). 

U (xi )=y; ) 

Čia sudedame tikimybes p;, turinčias indeksus i, su kuriais f(x;)= y ,- Kitaip 


tariant, jeigu dydžio Y reikšmės pasikartoja, tai skirstinių lentelėje įrašome 
vieną iš tų reikšmių, o jų tikimybes sudedame. 

Atsitiktinio dydžio Y= f(X) pasiskirstymo funkciją Fy galima 
apskaičiuoti remiantis Y skirstinio lentele arba tiesiogiai pagal formulę 


Fr(y)=PU(X)<Y)= NP(X =x) ye R. 
UV (x )<v;) 


4 pavyzdys. Atsitiktinis dydis Y =sinč X, o X - simetriškos monetos 


metimų, kol atvirs herbas, skaičius. Raskime Y skirstinį. 
A Atsitiktinio dydžio X skirstinys yra geometrinis: 





p;=P(X =)=P(HX1-P(H)Y! i 21. 


Kadangi 
—I,kaii=4n+3, 
sin Či =40,kaii=4n+2,120, 
š 1,kaii= 4n+1, 


tai dydžio Y skirstinys yra g; = P(Y = į), / =-1,0,1. 
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Čia tikimybės 


m - 1 1 
„„=P(Y=-!1)=P| sin=-X =-I |= „= —=+1—4+..= 
g, =P( Ja psinž |. Zn-bb 
sin—i=—1 
1 
m 
„I 5 
16 
| 
=P(Y=0)=Plsinžx=0|= Yp=L+1+ E Pe 
[) 2 Pi Ža“ 173 
Įsinži=o) L 
' 8 
1 r, 


Pasiskirstymo funkcija 
0,kai y<-I1, 

Žkai-1< 950, 

Fy(y)= 
—,kai0< y<1, 
15 


1,kai y > I. 
Tolydieji dydžiai. Atsitiktinio dydžio X tankis yra py(x) ir Y = X). Tada 
atsitiktinio dydžio Y pasiskirstymo funkcija 


Fy(y)=P(/(X) < »))= | Dy (xa. 
D 
Čia sritis 
D= (x: f(x)< y). 
Kai funkcija f yra tolydi ir monotoninė, dydžio Y pasiskirstymo funkciją 
F, galima išreikšti žinoma funkcija F+ . Tarkime, kad f yra didėjanti funkcija. 
Tada 


Fy(y)= P(/(X)< »))= P(X < £0)= Fs (0). 


Priminsime, jog /“! yra funkcijos f atvirkštinė funkcija. Diferencijuo- 
dami gauname tankių sąryšio formulę: 


PY(0)= Px(L OY 0). 


109 


Kai /yra monotoniškai mažėjanti funkcija, analogiškai 
Fy(y)=1- Fx(£0)), 
Py(9)=-Px (OUT 0). 


Atkreipkite dėmesį, kad monotoniškai mažėjančios funkcijos išvestinė 
yra neigiama. Taigi kai funkcija fyra tolydi ir monotoninė, tankis 





5 pavyzdys. Tolydžiojo atsitiktinio dydžio X tankis lygus py(x), o dydis Y 
yra tiesinė dydžio X funkcija 

Y=aX+b. 
Raskime Y skirstinį. 

A Iš pradžių tarkime, kad a = 0. Tada Y= b ir pasiskirstymo funkcija 


Pop [Oki ys, 
S kai pb 


Gavome išsigimusį taške y = b skirstinį (diskretųjį!). 
Toliau tarkime, kad a +0 . Tada 


it < ai >0, 
a 


1- (L "iaiaso 
a 
Gauname tokį pasiskirstymo funkcijų sąryšį: 
[22 kaia>0, 
a 


| lB 2) kaia<0. 
a 


Jį diferencijuodami, nustatome tankių sąryšį: 


1 b 
a 2 = a |. 1 b 
Py(y)= Px -— „kaia+0. A 
l D -b |4l 
DX 
a a 
6 pavyzdys. Raskime harmonikos 


Y=asin X, 
kurios amplitudė a > O pastovi, o argumentas X tolygiai pasiskirstęs intervale 


eo. 2 „ skirstinius. 
2'2 


Fy(y)= P(aX +b< y)= 


Fy(y)= 
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A Atsitiktinio dydžio X tankis 


Funkcija y = Jx) = a sin x yra tolydi ir monotoniškai didėjanti intervale 


> 


E: ?) Šiame intervale jos atvirkštinė funkcija 
piv) | 


f) =aresinŽ (||<a) 
a 





ir išvestinė 1 
Ta 
5 | 
(0Y=-——-. = 
až —y2 a 0 a y 
38 pav 
Tada tankis 
Py <a. 








Šis skirstinys vadinamas arksinuso dėsniu. Jam būdinga tai, kad tankis 


nėra aprėžtas (38 pav.) A 
Išnagrinėkime vieną nemonotoninės funkcijos fpavyzdį 


7 pavyzdys. Atsitiktinio dydžio X skirstinys yra normalusis (Gauso) 


2 
ba 


e 2.xe R. 


PxbO= pa 


Raskime dydžio Y = A“ skirstinį. 
A Pasiskirstymo funkcija 


Fr()= P(X? < y)= P(X|< Jv)= Fy(4/v)- Fy(-Jy), kai y 20, 


o tankis 


Pyly)= ZRPiabDs RP y), kai y >0, 
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arba 


V 
e 2, kai y>0. 





1 
A an 


Tankį py(y) galėjome skaičiuoti tiesiogiai: 





Py(0)= Px(Vi 0) + Px (V26)JV5 (0) 


Čia funkcijos y = £x) =x" atvirkštinė funkcija /“!(y) yra nevienareikšmė, 
nes vieną y reikšmę atitinka dvi atvirkštinės funkcijos reikšmės: 


vi(4)=Jyiry>()=—/y. A 


5.2. Dvimačių vektorių funkcijos 


Sakykime, dvimačio atsitiktinio vektoriaus (X, Y) koordinatės apibrėžtos 
erdvėje 2, taigi X = X(O), Y = Y(O) . Funkcija Z(0) = f(X(0), Y(O)) yra 
vienmatis atsitiktinis dydis, kurį apibūdinsime funkcija f ir vektoriaus (X, Y) 
skirstiniu. 

Diskretieji vektoriai. Tarkime, kad tikimybės p; = P(X = x;,Y = y;) 


(i, j 21) yra žinomos. Tada 


P(ž=5)=>PUC, == Xp „kKRL 
Vj )=24) 


Radę tikimybes P(Z = z,), P(Z = z;),..., lengvai apibūdiname pasiskirs- 
tymo funkciją: 


F;(z)=P(Z <z),ze R. 


Tolydieji vektoriai. Tarkime, kad vektoriaus (X, Y) dvimatis tankis 
p(x, y) yra žinomas. Tada dydžio Z = AX, Y) pasiskirstymo funkcija 


Fs (z)=P(/(X,Y)<2)= [| plz, y)dedy; 
D 
čia sritis 
D= ((xy): f(x, y)< 2). 


Diferencijuodami šią pasiskirstymo funkciją, sužinome dydžio Z tankį. 
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i a A 


1 pavyzdys. Du šauliai nepriklausomai vienas nuo kito šaudo į taikinį. 
Pirmojo šaulio surinktų taškų skaičius X bei antrojo šaulio surinktų taškų 
skaičius Y turi tokius skirstinius: 


LS me |m) [B B mo 
[e Tai 02 [r Tea as) 


Raskime šaulių surinktų taškų skaičiaus sumos skirstinius. 
A Abiejų šaulių surinktų taškų skaičius Z = X +Y.. Jo skirstinį galime 
pateikti tokia lentele: 


Axy [17 [18 [19 [ 20 | 
|PX+Y=) la [a [a |as | 


Apskaičiuojame tikimybes g; (čia j = 1, 2, 3, 4): 





g, =P(X+Y=17)=P(X =8, Y=9)=P(X =8)-P(Y =9)=0,04, 
g; =P(X +Y =18)=P((X =8, Y=10)U(X =9, Y=9))=0,14, 
g, =P(X +Y =19)=0,40, 

g, =P(X+Y=20)=0,42. A 


Pabandykite apibūdinti funkcijų Z = max(X, Y) ir Z = min(X, Y) 
skirstinius, kai dydžiai X ir Y apibrėžti taip, kaip nurodyta 1 pavyzdyje. 


2 pavyzdys. Sistema sudaryta iš dviejų nuosekliai sujungtų ir nepri- 
klausomai funkcionuojančių elementų, kurių ilgaamžiškumo X ir Y skirstiniai 
yra eksponentiniai. Tų skirstinių parametrai lygūs A, ir A; . Raskime sistemos 
ilgaamžiškumo skirstinį. 

A Pasiskirstymo funkcijos: 


Fy()=1-6V, Fy()=1-e/; čia: 20. 
Sistemos ilgaamžiškumas 
T=min(A, Y), 

ojo pasiskirstymo funkcija 


Fr(1)= P(min(X, Y)</)=1-P(min(X, Y)2Ą)=1-P(X 21, Y21)= 


=1-P(X 2)-P(Y 20) =1-(1- Fy(O(U- Fy(Ą)=1-6 AV, 
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Taigi sistemos ilgaamžiškumo skirstinys taip pat yra eksponentinis, 0 jo para- 
metras A=A, +A5: 


E.(1) 0,kai/< 0, 
t)= 
T e ,kair20. A 

Siūlome nustatyti sistemos, kurios elementai sujungti vienas su kitu 
lygiagrečiai, ilgaamžiškumo skirstinį. 

3 pavyzdys. Dvimačio atsitiktinio dydžio (X, Y) tankis yra p(x, y). Ras- 
kime santykio Z -- skirstinį. 


A Ieškomojo santykio pasiskirstymo funkcija yra tokia: 


Y 
F,(2)= It: <z |- [[pos y)dedy; 


čia sritis (39 pav.) D= Lei ; Ž4 2 = D U D,. 
x 


Dvilypį integralą išreiškę kartotiniu, gauname: 


0 o o ZX 
Fr(2)= [as [plasv)dy + [dx | pls, y)dy. 


-o ZX 0 -o 


Išdiferencijavę apskaičiuojame tankį: 














0 aš 
Pz(z)=- [apt zx)dx + [pt zx)dx. 
co 0 


Vadinasi, santykio tankis 


co 


Pz(z)= [klos zx)dx. 


-0o 





Kai dydžiai X ir Y yra nepriklausomi, 


pz(z)= || lp) pa(zx)ax. 


--o 


Jei dydžių X ir Y skirstiniai yra normalieji, t. y. jei 


5 


D(6)= pa(x)= = e (xe R), 
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tai 


į (1422) 
pa(e)=1 [xe 2 dx 
T 
0 
ir 
p Mes čiazeR 
V Al+22) 


(Koši skirstinys). A 
Analogiškai apskaičiuojamas ir funkcijos Z = XY skirstinys. Pabandykite 
jį rasti. 


5.3. Nepriklausomųjų dydžių sumos skirstiniai 


Sakykime, atsitiktinio vektoriaus (X, Y) koordinatės X ir Y yra nepri- 
klausomosios, 0 jų skirstiniai žinomi. Apibūdinsime sumos Z = X + Y skirstinį. 
Šios problemos sprendimas aktualus pačiai tikimybių teorijai ir jos taikymui. 

Tarkime, jog dydžiai X ir Y yra tolydieji, o jų tankis lygus pį(x) ir p>(y). 

Teorema. Dviejų nepriklausomųjų tolydžiųjų atsitiktinių dydžių sumos 
tankis lygus dėmenų tankių sąsūkai: 


Px+y(2)= [p (x)p;(z - x)dx = [p (z—Y)P>(v)dy. 


-0 -0o 





A Sumos pasiskirstymo funkcija 
F,(z2)=P(X +Y<7)= [| Ds »)drdy. 
D 


Integravimo sritis 


D= ((x;y): x+y<2] 





pavaizduota 40 paveiksle. 
Dvilypį integralą išreiškiame kartotiniu: 
o Zz-X 
Fz(z)= |dx | P(x, y)dy. 


Kadangi dydžiai X ir Y yra nepriklausomi, tai p(x, y) = pi(X)p>(y) ir 


F;(2)= | [no Įraovo ja = [D GDP (z = x)dx. 


-0 -o0o --o 
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Iš čia tankis 


pz(2)= | Pi(6)pa(z=x)dx. A 


Simboliškai rašome: 
Px+y(z)=(p, * p>(2). 


Ši operacija yra komutatyvi: p, * p; = p; * pį.. Įsitikinkite. 
Kai dydžiai X ir Y yra diskretieji bei nepriklausomieji, gauname tokią 
sąsūkos formulę: 


P(X+Y=z,)= Ala =x;)P(Y =z, -x; čia k 21. 
i 
Matome, jog paprastą dviejų atsitiktinių dydžių veiksmą (sudėtį) atitinka 
daug sudėtingesnis skirstinių veiksmas — sąsūka. 


Šią skirstinių operaciją galima apibendrinti imant didesnį skaičių nepri- 
klausomųjų atsitiktinių dydžių. 


1 pavyzdys. Dviejų matavimo prietaisų paklaidos yra nepriklausomieji 
atsitiktiniai dydžiai X ir Y, tolygiai pasiskirstę atkarpoje |-Ž !| Raskime 


paklaidų sumos skirstinį. 
A Paklaidų tankis 


Ikaixe|-2, 1 
22 


Pi(x)= P;(X) = 


Dydžio Z= X + Y įgyjamos reikšmės yra atkarpoje [-1, 1], o tankis 
1 l 


2 2 
Pz(z)= jp (x)p>(z-xX)dx = [p (z- x)dx. 
1 1 


2 2 
Kai z<-l,tai p>(z) =0 (41 pav., a). 
Tarkime, kad -1<z<1. Tada p(z-x)+0 su tomis z reikšmėmis, su 


kuriomis T ės kis. 
2 2 2 2 
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z+- 


Kai -1<z<0,tai p;(2)= [|d=1+z. 
1 


2 
l 





2 
Kai 0<zS1 „tai p;(zZ)= [d=1-z. 
1 


Kai z>1,tai p5(z)=0. P, (Z) 
Trumpai galime užrašyti taip: 
0, kai |7|> I, 


1- ||, kai |=|<1. 


ros) 





Tai mums jau žinomas Simpsono skirstinys 
(41 pav., b). Taigi matome, jog paklaidų suma 


b) 


pasiskirsčiusi netolygiai. A 41 pav. 


2 pavyzdys. Pokalbio telefonu trukmė yra eksponentinis atsitiktinis dy- 
dis. Raskime dviejų pokalbių trukmės skirstinį. 

A Sakykime, pirmojo pokalbio trukmė - atsitiktinis dydis X, antrojo — 
dydis Y. Jų tankis 
0,kaix<0, 
Ae“*“, kai x2 0. 


Pi (= 200>| 


Jeigu šios trukmės yra nepriklausomieji dydžiai, tai 


3 t 
Pxsy(l)= [p (x)p>(!—-x)dx = X [e rear, 
m 0 


Vadinasi, 
Pysy(t)= Mie" V kai 20. 


Tai antrosios eilės Erlango skirstinys. 
Šį dėsnį nesunku apibendrinti (pavyzdžiui, indukcijos metodu) imant bet 
kurį skaičių 7 pokalbių. Tada pokalbių trukmės Z = X, + X; +...+ X, tankis 





MA)! -M 


Pz(t)= BET e 
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Tai n-tosios eilės Erlango skirstinys. Jis ypač aktualus matematinėje eilių 
teorijoje. Skaitytojas nesunkiai įsitikins, kad pasiskirstymo funkcija 


n-l k -M 
a (M) e 
F,(t)= Ri A 
k=1 “ 
Uždaviniai 
1. Atsitiktinio dydžio X pasiskirstymo funkcija 
0,kaix<-I, 


I bi es, 
FC)=15 

Z,kail<x<2, 

6 

1,kai x > 2. 
Raskite atsitiktinių dydžių 2X -1, |X|, - X? +2, X“ tikimybių skirstinius. 
2. Tolydžiojo atsitiktinio dydžio X pasiskirstymo funkcija 


F Ž F(x), kai0<x<ee, 
x = 10 kaix<0. 


Raskite atsitiktinių dydžių = e* „In X,e"*, X? tikimybių skirstinius. 
Apibūdinkite atvejį F(x)=1-e7“. 
3. Yra žinomas atsitiktinio dydžio tankis bei funkcija: 
1 1 
a) py(x)=——— ,kaixe R, Y=—: 
Pxl n(L+x2) + 
b) py(x)=1,kai0O<x<1, Y=1-X, Y=-In(1- X); 
c) Py(x)=(1+xY7,kai x 20, Y- L. 
Raskite Y skirstinius. 


4. Molekulių susidūrimo greičio X skirstinį apibūdina Relėjaus dėsnis 


2 


X 


P(x) = Lolo, kai x 20. 
o 


Smūgio metu išsiskiria energijos kiekis Y=c(1- X?);čiac>0. Raskite Y 
skirstinį. 
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5. Sakykime, skritulio spindulio X skirstinys atitinka Relėjaus dėsnį (žr. 4 
uždavinį). Raskite skritulio ploto skirstinį. 


6. Atsitiktinis dydis X yra tolygiai pasiskirstęs atkarpoje |-š. 2). Nu- 


statykite harmonikos Y = sin X skirstinį. Pateikite uždavinio sąlygos ir spren- 
dimo geometrinę interpretaciją. 


7. Atsitiktinio dydžio X skirstinys yra eksponentinis; jo parametras lygus 
A. Koši skirstinio dydį Y išreikškite dydžiu X. 


8. Dviejų žvejų laimikiai (per valandą sugautų žuvų skaičius) X ir Y yra 
nepriklausomieji dydžiai, kurių tikimybių skirstiniai tokie: 


EKiuKBKA KA E ALIkS 
De Tez Tos T03 ESS JAS EEK 


Raskite X +Y, max(X, Y), min(X, Y) skirstinius. 


9, Metami du lošimo kauliukai. Sakykime, X — pirmojo kauliuko atvirtu- 
sių akučių skaičius, Y-— antrojo. Raskite [X - Y| skirstinį. 

10. Moneta metama 4 kartus. Jeigu atvirsta H, laimimas 1 Lt, jeigu S — 
pralaimimas 1 Lt. Parašykite išloštų litų skirstinį. 

11. Tolydžiojo atsitiktinio vektoriaus (X, Y) tankis yra py y (x, y). Įro- 
dykite, kad: 

Px-y(X,Y)= Px y (X, V), 


1 1 
Pi (X4Y)=5Px,1y| V |» 
21 X * 


Px+y(Z)= [paros Z-Yldy= [px y(Z-— X, x)dx, 


-o -o 


Px-y(Z)= ĮPrre+o, y)dy = [pix 209)as, 


71 
Pxylz)= j Perlas 


o 


Py/x(Z) = [blpts xz)dx. 


-—o 


Parašykite sąryšio formules, kai X ir Y - nepriklausomieji dydžiai. 
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12. Du šauliai nepriklausomai vienas nuo kito šaudo į taikinį tol, kol 
pataiko. Kiekvieno sėkmingo šūvio tikimybė lygi p. Raskite abiejų šaulių 
panaudotų šovinių ir minimalaus panaudotų šovinių skaičiaus skirstinius. 


13. Taškas (X, Y) tolygiai pasiskirstęs kvadrate, kurio kraštinė lygi 1. 
Raskite: 

a) stačiakampio, kurio kraštinės X ir Y, ploto skirstinį; 

b) stačiakampio, kurio kraštinės X ir Y, perimetro skirstinį; 

c) P(|X -Y|< 7), P(XY < =), P(min(X, Y) < z)), P(max(X, Y)< 2). 


14. Pokalbių telefonu trukmė 7, — dydis, kurio skirstinys yra eksponen- 
tinis, o parametras lygus A. Telefonu naudojasi atsitiktinis skaičius N klientų. 
Tarkime, kad N nepriklauso nuo Z, (k 21), be to: 


a) P(N=k)=p(I- p)! (k21); 





b) PIN (k=1,n). 
n 


Raskite visų pokalbių trukmės  7į+75 +...+7T4 ir ilgiausios trukmės 
max(7,,7;,..., Ty) skirstinius. 


15. Sakykime, sistemą sudaro nuosekliai sujungti ir nepriklausomai 
funkcionuojantys elementai. Kiekvieno jų ilgaamžiškumas — eksponentinis 
atsitiktinis dydis, kurio parametras A, (k 21) . Raskite: 

a) n elementų sistemos ilgaamžiškumo skirstinį; 

b) atsitiktinio skaičiaus M elementų sistemos ilgaamžiškumo skirstinį, kai 


P(N=k)=p(l-p)|;čiak21. 


16. Nepriklausomųjų ir vienodai pasiskirsčiusių atsitiktinių dydžių X ir Y 





tankis lygus e“* (x 2 0). Raskite dydžio < 7 pasiskirstymo funkciją. 
+ 





ATSITIKTINIO DYDŽIO SKAITINĖS 
CHARAKTERISTIKOS 


Kiekvienas skirstinys, nusakytas pasiskirstymo funkcija F(x), tankiu 
p(x), arba tikimybėmis P(X = x;), visiškai apibūdina atsitiktinį dydį. 
Tačiau, sprendžiant daugelį teorinių bei praktinių uždavinių, nebūtina ši 
išsami informacija. Pakanka lakoniškai išdėstyti esminius skirstinių 
ypatumus. Tikimybių teorijoje tai atliekama remiantis skaitinėmis cha- 
rakteristikomis. Jų apibrėžimus ir savybes pateiksime šiame skyriuje. 


6.1. Vidurkis 


Tai viena svarbiausių skaitinių skirstinio charakteristikų. Pirmiausia 
pateiksime statistinę ir mechaninę vidurkio sampratą, paskui jį apibrėšime 
formaliai. 

Sakykime, tirdami diskretųjų dydį X, atliekame N eksperimentų. Reikšmė 
x, pasikartoja k, kartų, reikšmė x; — > kartų, ..., reikšmė x,„— k, kartų. Dydžio 
X stebėtų reikšmių aritmetinis vidurkis 


= Xh bėk + kak, ki 
X= l Ž 118 
„Šai 
kai eksperimentų skaičius NV didelis, apibūdina šio dydžio galimų reikšmių 
grupavimosi (sklaidos) centrą. Šitaip vidurkis skaičiuojamas statistikoje. Jau 
esame pastebėję (žr. „Įvadą“), kad, didėjant eksperimentų skaičiui, santykiniai 
dažniai 2 „stabilizuojasi“ ir mažai skiriasi nuo tikimybių p; = P(X = x;), 
i= 1,2, ..., m. Statistiniame vidurkio apibrėžime minimus santykinius dažnius 
pakeitę teorinėmis tikimybėmis, gausime tikimybių teorijoje apibrėžiamą 
vidurkio sąvoką (diskretusis atvejis). 
Tarkime, kad atkarpoje [a, 5] masė pasiskirsčiusi tankiu p(x). Masės 
centras yra taške 
b 
Įxo)dx 
4——, 


[po)ar 
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a 


b 
Kai p(x) yra normuotasis ini p(x)dx=1 |, vėl gauname vidurkio 


sąvoką, apibrėžiamą tikimybių teorijoje (tolydusis atvejis). 
Apibrėžimas. Atsitiktinio dydžio X vidurkiu vadiname skaičių 


S xXP(X = x;),kai X - diskretusis dydis, 
i 








[mp6)dx, kai X —tolydusis dydis. 


--o 





Apibrėžimas reikalauja, kad eilutė ir integralas konverguotų absoliučiai: 
Valo <s |lxlps)de<==. 
i r 


Priešingu atveju sakoma, jog vidurkis neegzistuoja. 

Dažnai dydžio X vidurkis žymimas simboliu EX“. Jis dar vadinamas 
matematiniu vidurkiu, matematine viltimi arba teoriniu vidurkiu. Suprantama, 
jog tai teorinė charakteristika — vienetinės „tikimybių masės“ centro koordi- 
natė. Apie šį centrą yra susitelkusios atsitiktinio dydžio įgyjamos reikšmės. 

Pateiksime keletą vidurkio apskaičiavimo pavyzdžių. 


1 pavyzdys. Du šauliai šaudo į taikinį. Jų surinktų taškų X ir Y skirstiniai 
yra tokie: 


9 [moj 9 [sp [8 [0] S | 

| p [06]02 |02] | 4 |05 

Kuris šaulys yra taiklesnis (taiklumo kriterijus — vidutinis surinktų taškų 
skaičius)? 

A Apskaičiuojame surinktų taškų skaičiaus vidurkius: 

MX=10-0,6+9-0,2+8-0,2=9,4; 

MY=10-0,5+9-0,5=9,5. 

Po 100 šūvių pirmasis šaulys surinks vidutiniškai 94 taškus, antrasis — 95 
taškus. Taigi, atsižvelgdami į vidutinį surinktų taškų skaičių, galėsime teigti, 
kad taiklesnis yra antrasis šaulys. A 


2 pavyzdys. Laikotarpio T tarp dviejų gretimų elektronų emisijos 
momentų skirstinys yra eksponentinis. Raskime vidutinį laikotarpį. 
A Eksponentinio dydžio tankis 


ž 0,kai x<0, 
X = 
> Je“ kai x 20, 
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o vidurkis 


MT = Įpiai Afro Mar = L; 
ro 0 A 
čia A — elektronų emisijos iš elektrodo intensyvumas (per vienetinį laiko tarpą 
emituotų elektronų vidutinis skaičius). Taigi vidutinis laiko tarpas yra 
atvirkščiai proporcingas emisijos intensyvumui. A 
Teiginys. Eksponentinį atsitiktinį dydį visiškai apibūdina jo vidurkis. 
Kodėl? 


3 pavyzdys. Tikimybė, kad kiekvieną kartą pasukus raktą mašinos 
variklis pradės veikti, lygi p. Koks vidutinis tokių bandymų iki pirmosios 
sėkmės skaičius? 

A Tai vadinamieji Bernulio bandymai. Tarkime, kad jų skaičius yra X. 
Tada X skirstinys bus geometrinis: 


P(X=k)=pg“|; čiak21, g=1- p. 


Vidutinis bandymų skaičius 


— — k — l 
MX = YKP(X=k)=pY 4“! =p| Ya 2) =-, 
k= k=I k= 1-4 
Jei tikimybė p maža, vidutinis bandymų skaičius MX yra didelis. A 


4 pavyzdys. (Peterburgo lošimas.) Petras mėto simetrišką monetą. Jeigu 
herbas atvirsta metus monetą pirmą kartą, Povilas sumoka Petrui 1 rublį, jei 
metus antrą kartą — 2 rublius, jei trečią kartą — 4 rublius ir t. t. Kiek rublių prieš 
lošimą Petras turi duoti Povilui, kad šis nepatirtų skriaudos? 

A Povilas nepatirs skriaudos, jeigu pinigų gaus tiek pat, kiek jų viduti- 
niškai išloš Petras. Petro išloštą (arba Povilo praloštą) pinigų sumą pažy- 
mėkime X. Tuomet vidutinė Petro išlošta suma bus tokia: 


6 Ė k š6 
MX = V 4P(X = 22) > S! 5, 
k=I 2 ra 


k= 
Taigi Petras neturi jokios teisės lošti, nes nedisponuoja begaliniu 
kapitalu. Kadangi eilutė diverguoja, formaliai vidurkis neegzistuoja. A 


6.2. Atsitiktinių dydžių funkcijos vidurkis 


Iš pradžių tarkime, kad atsitiktinis dydis X yra diskretusis ir Y = į). 
Pagal apibrėžimą, 


MY =M/(X)= V. yjP(Y= y). 
Ž 
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Kadangi 
P(Y=y;)= VP(X= 5) (čia j=1,2,..), 
Ua; )=v;) 
tai | 
MY=Yy, NPOX=5)= V GDPX = x). 
J Wi )=Yj) i 

Taigi, apskaičiuojant diskrečiojo atsitiktinio argumento funkcijos 
Y = AX) vidurkį, nebūtina žinoti Y skirstinį. Pakanka turėti X skirstinį bei 
funkciją f. Tada vidurkis 


M/(X)= X GPA = xi). 


Jei X yra tolydusis dydis, f- tolydžioji funkcija, o Y = AX), tai vidurkį 
galima apskaičiuoti remiantis apibrėžimu 


M/(X)= [ypy)av, 





-- 


tačiau prieš tai reikia rasti Y tankį py (y). Vis dėlto paprasčiau skaičiuoti taip 
(remiantis 5.2 skyrelio teiginiu): 


M/(X)= [px (ad. 


--o 





1 pavyzdys. Kvadrato kraštinės ilgis X tolygiai pasiskirstęs intervale 
(0, 2). Raskime šio kvadrato ploto vidurkį. 
A Dydžio X tankis 


Py(6)=Ž,kaixe (0, 2). 


Iš pradžių kvadrato ploto Y = X“ vidurkį apskaičiuokime remdamiesi 
apibrėžimu: 


MY= [opy O)av. 


-o 


Raskime funkcijos Y = X? tankį. Dydžio X pasiskirstymo funkcija 
0,kaix<0, 


Fy(x)= Ž,kai0<x<2, 


1,kaix 22. 
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Dydžio Y pasiskirstymo funkcija 


Fy(y)=P(-/y< X < Jy)= Fr 4fy)= 


Tada tankis 


Jy 


— ,kai0< y<4. 
2 J 


„dFyly) o 1 
Pyly)= dy 4 y 


Pagaliau vidurkis 


„kai0<y<4. 


Dabar vidurkį MY apskaičiuokime pagal formulę 


MY=MX?= [Px (dx. 
Gauname: 
2 
MY= j įk Lgka 
“2 3 
Antrojo metodo privalumas akivaizdus. 
Atkreipiame dėmesį į tai, kad vidutinis kvadrato plotas nesutampa su 
vidutinio kraštinės ilgio kvadratu, t. y. MX? + (MX)?! A 


2 pavyzdys. Diskrečiojo atsitiktinio dydžio X skirstinys yra geometrinis: 


LC 


k-l 1 
-—, kaik21l. 
| 10 
2 X 
Raskime atsitiktinio dydžio Y = (š) vidurkį. 
A Vidurkis M/x) = ) /(x4)P(X = x; ), todėl 
k 


oo k k-I o k 
m= Š[Ž) 0) Ego Iš) = 
213) LIE) 0 S) 54 2 


My=l. A 
6 


Dabar tarkime, kad (X, Y) - dvimatis atsitiktinis vektorius ir Z = fX, Y). 
Tada analogiškai 


M/(X, Y)= X UL /G y DPOA = 4 Y = Yy), 


bo 
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kai Xir Y- diskretieji dydžiai, ir 


MAX, Y)= || [fps v)drdy, 


kai Xir Y- tolydieji dydžiai. 

Funkcijos Z = fX, Y) vidurkį galime apskaičiuoti ir remdamiesi apibrė- 
žimu: 

MZ= Ų4P(Z= 4), arba MZ = |zp; (2)dz. 

k 6 

Tačiau tada teks apibūdinti dydžio Z skirstinį. 

Priminsime, jog šiame skyrelyje reikalaujama eilučių (integralų) absoliu- 
čiojo konvergavimo. 


6.3. Vidurkio savybės 


Tardami, jog vidurkis egzistuoja, ir remdamiesi eilučių (integralų) savy- 
bėmis, nustatysime pagrindines vidurkio savybes. 

1) MC=C, kai C - konstanta. 

A Konstanta (pastovusis dydis) yra diskretusis atsitiktinis dydis, kurio 
skirstinys išsigimęs: P(X = C) = 1. Tada MC=C- 1=C. A 

2) Jei X20, tai MX 20. 

3) |ĮMX|< M|X|. 

Abi šios savybės tiesiogiai išplaukia iš vidurkio apibrėžimo. 

4) M(X+ Y=MX + MY. 

A Įrodysime imdami tolydžiuosius dydžius. 


M(X+Y)= | j« + VDA, y)dxdy = | (x [po)dax + 


-o-- -0o 


* | (y [po y)dx)dy = | xp (x)dx + 2 (y)dy = MX +MY. 


--o --o --o -0o 


Kai dydžiai yra diskretieji, įrodoma analogiškai. Pabandykite tai pa- 
daryti. A 
Šią savybę galima apibendrinti (taikant indukcijos metodą): 


M(X, + X;+...+ X, )=MX + MX, +...+ MX, 


Pagrįskite. 
5) Jei dydžiai X ir Y yra nepriklausomi, tai 


MXY =MX MY. 
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A Šią dviejų dydžių sandaugos vidurkio savybę įrodysime imdami dis- 
krečiuosius dydžius. 


MXY => V aypP(X=5,Y=yj)= Y Yy jP(X = x)x 
i oj i oj 


xP(Y=y;)= X P(X=5;)- V. yjPUY=y;)=MX MY. A 
i j 


Taikydami indukcijos metodą, teoremą galime apibendrinti. Kai atsitikti- 
niai dydžiai A, X2, ..., X, yra nepriklausomi, 


M(X,X3...X,)= MX, MX,..MX,,. 


Pagrįskite. 

6) MCX = CMX. 

Ši savybė išplaukia iš vidurkio I ir 5 savybės. 

Išvardytos vidurkio savybės kartais palengvina vidurkio skaičiavimą. 


Pavyzdys. Atsitiktiniai dydžiai X, Y ir Z yra nepriklausomi, 0 jų 
eksponentiniai skirstiniai — vienodi. Apskaičiuokime šių dydžių funkcijų X + 
+Y+7Z, aX+bY-cZir XYZ vidurkius. 

A Priminsime, jog eksponentinio skirstinio su parametru A vidurkis 


l 2 
yg „56 


Jeigu šių funkcijų vidurkius norime apskaičiuoti remdamiesi apibrėžimu, 
tai pirmiausia turime apibūdinti funkcijų skirstinius. Tai padaryti įmanoma, 
tačiau nelengva (pavyzdžiui, koks yra sandaugos skirstinys?). 

Remkimės vidurkio savybėmis: 


M(X+Y+2)=-MX+MY+MZ=2, 
M(aX +bY -cZ)=aMX +6MY -cMZ 
MAYZ=MX MY MZ =. 


Pirmieji du sąryšiai tinka ir priklausomiesiems atsitiktiniams dydžiams. 
Kodėl? A 


6.4. Moda ir kvantiliai 
Vidurkis yra svarbiausia, tačiau ne vienintelė atsitiktinio dydžio padėties 


skaičių ašyje charakteristika. Šia prasme atsitiktinį dydį apibūdina ir kitos 
skaitinės charakteristikos: moda, mediana bei jos bendrinys — kvantiliai. 
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Atsitiktinio dydžio moda vadinsime „patikimiausią“ jo reikšmę (tą reikšmę 
x;, su kuria tikimybė P(X = x;) yra didžiausia, arba tą x reikšmę, su kuria tankis 
p(x) yra didžiausias). Atsitiktinio dydžio X modą žymėsime simboliu M,. 

Kita atsitiktinio dydžio padėties skaitinė charakteristika yra kvantilis. 
Tarkime, kad 0< p<1. Atsitiktinio dydžio X p-tuoju kvantiliu vadiname 
skaičių x, , su kuriuo 

P(X<x,)<psP(X < x,). 


Jeigu X - tolydusis atsitiktinis dydis, kurio tankis p(x), tai kvantilis x, yra 
lygties 


*p 
Flxp)= | p(6)ax= p 
sprendinys. (Kartais ir diskrečiojo skirstinio kvantilis apibrėžiamas lygtimi 
FG) = p) 
Kvantilį x, vadiname mediana. Tolydžiojo dydžio AX“ mediana yra ta 
2 
reikšmė x, , su kuria 
2 


P| X<x, |=P| X >3, a 
2 2) 2 


Kvantilius x,,x,,x; vadiname kvartiliais, o kvantilius x į ,..., Xg5 — 
4 24 100 100 
procentiliais. Didelis kvantilių rinkinys gerai apibūdina atsitiktinio dydžio 
tikimybių skirstinį. 


Pavyzdys. Dalelės skilimo laikas T yra pasiskirstęs pagal eksponentinį 
dėsnį. Apskaičiuokime tos dalelės vidutinį skilimo laiką, skilimo pusamžį ir 
modą. 

A Tarkime, kad eksponentinio skirstinio parametras yra A. Vidutinis 
dalelės skilimo laikas 


MT= Are Vai - Ž. 
0 


Skilimo pusamžis yra mediana. Ji lygi lygties 


sprendiniui: / 


NI- 
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Eksponentinio skirstinio moda M, = 
= 0. Taigi laiko T padėties charakte- 
ristikos yra tokios: 

M,<t, < MT. 

2 

Geometrinė interpretacija pateikta 
42 paveiksle. A 

Atkreipiame dėmesį, jog mediana 42 pav. 
geriau negu vidurkis nusako nesimet- 
riškų skirstinių centrą. Pavyzdžiui, ji tiksliau nei vidurkis apibūdina šeimų pa- 
jamų dydį, nes yra ne tokia jautri kraštinėms pajamų reikšmėms (turimos gal- 
voje šeimos, kurių pajamos labai didelės ir labai mažos). 





6.5. Dispersija 


Atsitiktinio dydžio vidurkis nurodo tikimybių skirstinio centrą. Gana 
dažnai jis pakankamai apibūdina atsitiktinį dydį. Pavyzdžiui, norint palyginti 
dviejų šaulių meistriškumą, pakanka žinoti vidutinį jų surinktų taškų skaičių ir 
nereikia skaičiuoti surinktų taškų skirstinių. Tačiau dažniausiai juo nepavyksta 
nusakyti svarbių atsitiktinio dydžio ypatumų. Sakykime, X — paklaidos dydis. 
Jei nėra sisteminių paklaidų, tai MX = 0. Tačiau šios informacijos nepakanka 
atsakyti į klausimus: kaip pasiskirsčiusios paklaidos apie šį centrą, ar mata- 
vimo duomenys yra artimi tikrajai reikšmei, ar jie išsibarstę toli į abi puses nuo 
šios reikšmės? Kalbant apie gyventojų uždarbį, vidutinis uždarbis taip pat yra 
nepakankama charakteristika. Juk galimi didesni nuokrypiai nuo vidurkio. 

Apibūdinsime atsitiktinio dydžio įgyjamų reikšmių sklaidos (išsibarsty- 
mo) apie vidurkį matą — dispersiją. 

Apibrėžimas. Atsitiktinio dydžio dispersija DX vadiname šio dydžio 
nuokrypio nuo vidurkio kvadrato vidurkį: 


DX =M(X - MX). 


Iš apibrėžimo išplaukia tokios dispersijos skaičiavimo formulės: 
*G —MX)* p;,kai X - diskretusis dydis, 


DX=4- 
J — MX)? p(x)dx, kai X — tolydusis dydis. 

Dispersija egzistuoja, kai eilutė arba integralas konverguoja. Fizikinė 
dispersijos interpretacija yra tokia: jei tikimybių skirstinius traktuosime kaip 
vienetinės masės skirstinius tiesėje, tai dispersija bus kūno inercijos momentas 
masės centro (vidurkio) atžvilgiu. 
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Dispersijos dimensija lygi atsitiktinio dydžio dimensijos kvadratui. 
Praktikoje sklaidos matą patogiau apibūdinti atsitiktinio dydžio dimensija. 
Toks sklaidos matas yra vidutinis kvadratinis nuokrypis (standartas): 


Kartais, ypač ekonominiuose skaičiavimuose, sklaida apibūdinama 
bedimense charakteristika — variacijos koeficientu 


o 
V, = A 
MX 
Ši skaitinė charakteristika būdinga neneigiamiesiems atsitiktiniams 
dydžiams. 
Išspręsime keletą dispersijos skaičiavimo uždavinių. 


1 pavyzdys. Bandymais nustatytos dviejų prietaisų keliamo triukšmo 
tikimybės. Triukšmo lygio skirstinys pateiktas šioje lentelėje: 


Triukšmo lygis balais | 0 | 1 | 2 | 3 | 
Triukšmo 0,70 | 0,20 | 0,06 | 0,04 
ikimybė 030 [006 10.04 [0,10] 

Kuris prietaisas geresnis (vertinimo kriterijus — vidutinis triukšmo lygis)? 


A Tarkime, kad X - prietaiso A keliamo triukšmo lygis, Y - prietaiso B 
keliamo triukšmo lygis. Apskaičiuokime vidutinį triukšmo lygį: 


MX=0-0,70+1-0,20+2-0,06+3-0,04 = 0,44, 

MY=0-0,80+1-0,60+2-0,04+3-0,10 = 0,44. 
Jis rodo, jog abu prietaisai yra lygiaverčiai: 

MX= MY= 0,44 balo. 


Atsižvelgsime į papildomą kriterijų — triukšmo lygio sklaidą vidurkio 
atžvilgiu. Apskaičiuojame dispersiją: 










4 
DX = Y (x; -0,44)* p; = 0,6064, 


i=l 
4 
DY = V. (v, -0,44)' 4, =0,9264. 
j=l 


Standartai yra tokie: 


Gy =VDX =0,78 balo, y = /DY =0,96 balo. 


Prietaiso A rodikliai stabilesni, todėl šiuo požiūriu jis yra geresnis už 
prietaisą B. A 
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2 pavyzdys. Atsitiktinis dydis X tolygiai pasiskirstęs intervale (a, b). 
Apskaičiuokime jo dispersiją. 
A Tankis 


1 ' 
sis ae (a,b), 


0,kaixg (a,b). 











Vidurkis 
MYS= dx „a+b 
b-a 2 
Dispersija 
b 2 
a+b (b-a) 
DX = | x- x)dx = . 
L 2 Jro B 


Matome, jog dispersija priklauso tik nuo intervalo (a, b) ilgio: ilgesnį 
atsitiktinio dydžio įgyjamų reikšmių intervalą atitinka didesnė sklaidos mato 
DX reikšmė. A 

Ar teisingi šie teiginiai: 

e tolygųjį atsitiktinį dydį visiškai apibūdina intervalo ilgis ir vidurkis; 

+ tąatsitiktinį dydį visiškai apibūdina intervalo ilgis ir dispersija; 

+ minėtą dydį visiškai apibūdina vidurkis ir dispersija? 

Atsakymus pagrįskite. 

Dispersijai būdingos tokios savybės: 

1) DX 2 0. 

Ji išplaukia iš dispersijos apibrėžimo. 

2) DX = MX" - M'X. 

A DX=M(X-MX)* =M(X?-2XMX +M*'X)= 

=MX*-2MXMX +M*X =MX?-M*X. A 

3) DC =0. 

Ši savybė išplaukia iš dispersijos apibrėžimo. 

4) DCX = C*DX. 

A DCX =M(CX -MCX)? =C"M(X -MX)?* =C?DX. A 

5) Jei atsitiktiniai dydžiai X ir Y yra nepriklausomi, tai 

D(X+Y)=DX +DY. 

A D(X+Y)=M(X+Y-M(X+Y)? =M((X -MX)+(Y-MY))?= 

=DX+DY+2M(X -MXJY - MY). 

Kai X'ir Y- nepriklausomieji dydžiai, tai 
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M(X-MXJY-MY)=M(X -MX)M(Y -MY)=0. A 

Iš 4 savybės ir 5 savybės įrodymo išplaukia, kad 

D(X+Y)=DX +DY+2M(X -MXJY - MY). 

Taikydami indukcijos metodą, 5 savybę galime apibendrinti. Kai atsitikti- 
niai dydžiai X,, X;,..., X, poromis yra nepriklausomi, 

D(a, X, +a;X; +..+ a,X,)=a7DX, +a3DX; +...+a2DX,,. 
Pagrįskite. 

sp a X-MX sekų ; , 
Atsitiktinį dydį Y = —— vadinsime normuotuoju dydžiu. Nesunku 
Ox 

įsitikinti, jog MY = O ir DY = I. Atsitiktinio dydžio X centravimas X -— MX yra 


jo atskaitos perkėlimas į tašką MX (skirstinio centrą), o dalijimas iš standarto 
(normavimas) — mastelio vieneto keitimas. Normuotasis dydis yra bedimensis. 


3 pavyzdys. Sakykime; kž-yra įvykio A pasirodymų, atlikus 7 Bernulio 
eksperimentų, skaičius. Įvykio A tikimybė kiekviename eksperimente P(4) = p. 
Apskaičiuokime atsitiktinio dydžio k, vidurkį ir dispersiją. 

A Atsitiktinis dydis (dažnis) 


k,=X +X5+...4 Xi; 
čia atsitiktiniai dydžiai X, (k = 1, 1) yra nepriklausomi, be to, jų skirstiniai 
vienodi: P(X, =1)= p, P(X, =0)=1-p=4, k=1,n. 

Dažnio vidurkis 

Mk,=MX, +MX,;+..+ MX,„=n(1-p+0-4) = np. 

Dispersija 

Dk, = DX, +DX; +...+ DX, = DX, =nM(X, - p)? = 


=n((1-p)*p+(0-p)"p)=npg. A 


6.6. Momentai 


Be jau minėtų atsitiktinio dydžio padėties ir sklaidos charakteristikų, 
tikimybių teorijoje skirstiniams detaliau apibūdinti vartojami aukštesniųjų eilių 
momentai. 

1 apibrėžimas. Atsitiktinio dydžio X k-tosios eilės pradiniu momentu 
0; vadiname šio dydžio k-tojo laipsnio vidurkį: 


a, =MX*;čia k =0,1,2,... 
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Iš apibrėžimo išplaukia, kad 
x*P(X = x;), kai X - diskretusis dydis, 
Gp =4 a 
J“ p(x)dx, kai X - tolydusis dydis. 

Akivaizdu, kad 044 =1,0 0, = MX. 

2 apibrėžimas. Atsitiktinio dydžio k-tosios eilės centriniu momentu |; 
vadiname centruotojo dydžio X - MX k-tojo laipsnio vidurkį: 

ų, = M(X -MX)'; čia k=0,1,2,... 

Pirmųjų eilių centriniai momentai Kg =1,U, =0, 1; = DX. Trečiosios 
eilės centrinis momentas 141 = M(X —MX) apibūdina atsitiktinio dydžio X 
skirstinio asimetriškumą. 

L 
Gy 


Bedimensę charakteristiką A, = vadiname asimetrijos koeficientu. 


Jei skirstinys yra simetriškas vidurkio MX atžvilgiu, t. y. jei P(X- MX < -x) = 
=P(X - MX 2x) (x e R), tai Uu; =0, 0 drauge ir A, =0. Tankių pį(x), 
P>(x) ir p3(x) grafikai, pateikti 43 paveiksle, apibūdina atitinkamai teigiamą 


skirstinio asimetriją A; > O, simetrišką skirstinį A, = O ir neigiamą asimetriją 
A, < 0. 


pax) 








43 pav. 


Ketvirtosios eilės centrinis mo- 
mentas u„=M(X -MX)* apibūdina 
atsitiktinio dydžio X skirstinio smai- 
liaviršūniškumą (tolydžiuoju atveju — 
tankio grafiko viršūnės smailumą). 

Ekscesu vadiname  bedimensę 


charakteristiką E, = i B 


A 44 pav. 


p) 
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Normaliojo skirstinio smailiaviršūniškumą laikome etaloniniu (E; = 0), o 
kitų lyginame su normaliuoju (44 pav.). 


1 pavyzdys. Du skaičiavimo įrenginio blokai veikia nepriklausomai vie- 
nas nuo kito. Tikimybė, jog laiko tarpą T veiks pirmasis blokas, lygi 0,5, kad 


antrasis — 0,8. Apskaičiuokime veikiančių blokų skaičiaus modą, medianą ir 
asimetrijos koeficientą. 


A Atsitiktinio dydžio X - veikiančių blokų skaičiaus - įgyjamų reikšmių 
aibė €2y = (0, 1, 2), o tikimybės 
P, =P(X =0)=0,5-0,2 =0,1, 
p, =P(X =1)=0,5-0,2+0,5-0,8=0,5, 
p, =P(X =2)=0,5-0,8= 0,4. 
Pasiskirstymo funkcija 
0,kaix<0, 
0,I,kai0<x<I, 
0,6,kail< x <2, 
I,kai x > 2. 


F(x)= 


Moda (patikimiausioji reikšmė) M, = I, o mediana neegzistuoja, nes 
1 : 5 
lygtis F(x) “3 neturi sprendinių. 
Vidurkis 
MX =0-01+1-0,5+2-0,4=1,3. 
Dispersija 
DX =MX? -M?X =0*-0,1+17-0,5+27-0,4-1,37 =0,41 
ir vidutinis kvadratinis nuokrypis 
Oy = 0,41 = 0,64. 
Trečiosios eilės centrinis momentas 
uz =(0—-1,3)3 -0,1+(1—-1,3)?-0,5+(2-1,3)*-0,4= 0,1. 
Asimetrijos koeficientas 
4 = Ee 04. 
Sx 
Taigi skirstinio asimetrija yra neigiama. A 
2 pavyzdys. Matavimo paklaida X pasiskirsčiusi pagal Laplaso dėsnį: 
p(x)= Let, čia xe R. 


Raskime modą, medianą, dispersiją, asimetrijos koeficientą ir ekscesą. 
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A Laplaso skirstinys yra simetriškas vidurkio MX atžvilgiu: p(-x) = p(x) 
(45 pav.), todėl dar neskaičiuodami prognozuojame, kad MX = M, = mį. 
2 

Įsitikinsime. 
Didžiausią reikšmę tankis įgyja taške x = 0, todėl moda M, = 0. 
Pasiskirstymo funkcija 


P(x) 
1 1/2 
-e“,kaix<0, 
= 0 X 
1--e",kaix 20, 
2 45 pav. 


ž l , : 
taigi lygties F(x) > sprendinys (mediana) x, = 0. 
2 
Vidurkis 


MX = f xp(x)dx = [iela =0, 


nes funkcija xe“! yra nelyginė. 


Integruodami dalimis, apskaičiuojame dispersiją: 


17 a ra 
DX =; [xe Itlgę = [xe "d =2. 
-0o 0 
Paklaidų standartas Gy = J2. 

Trečiosios eilės centrinis momentas 


LT 
UL == [xe dy = 0, 
2 -0o 
kartu ir asimetrijos koeficientas 4; = 0. Tai lauktas rezultatas. 
Vadinasi, sisteminių matavimo paklaidų nėra (MX = 0), jos vienodai 
patikimai gali būti ir teigiamos, ir neigiamos (x, = 0) , mažos absoliučiosios 
2 
paklaidos yra patikimesnės už dideles ( M, = O ir tankis p(x) > 0, kai |x|> = 
pakankamai greitai). 
Ketvirtosios eilės centrinis momentas 


Nea T das 
u4 =, [xe Li “dx = 24, 
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o ekscesas 


E, =£4-3-3, 
Sx 


Kadangi tankio grafiko viršūnė yra pakankamai smaila, tai natūralu, jog 
E,>0. A 


3 pavyzdys. Atsitiktinis dydis X tolygiai pasiskirstęs atkarpoje [0, 1]. 
Raskime daugianario 

Y=0(X)=a,+4 X +a5X? +..+0,X" = Na X" 

k=0 

vidurkį; čia a; (k = 0,n )- konstanta. 

A Iš vidurkio savybių išplaukia, kad 

MY =M9(X)= Yajos. 

k=0 
Tolygiojo atsitiktinio dydžio X k-tosios eilės pradinis momentas 


1 
1 
0; =MX* = | x*d=— (k20), 
į Į p 
o daugianario vidurkis 


MY =Mo(X)= ži A 


Jei atsitiktinio dydžio X funkcijos Y = Ę( X) tikslioji vidurkio MY reikšmė 


apskaičiuojama sudėtingai, tenka taikyti apytikslius metodus. Statistinius vi- 
durkio įverčius apibūdinsime vėliau, o dabar trumpai nurodysime kitas apytikslio 
skaičiavimo galimybes. Įvertindami aproksimavimo paklaidą, galima apytiksliai 
apskaičiuoti vidurkį M Ę(x) apibrėžiantį integralą arba eilutę. Galimas ir kitas 
vidurkio apytikslio skaičiavimo metodas. Imamas funkcijos y = (x) Teiloro 
skleidinys vidurkio MX = m aplinkoje 
TO, ai 


ir skaičiuojamas šnkcijos E(X) vidurkis 
m 
Mo(a)= VE, 


kai funkcija Ma yra diferencijuojamoji vidurkio 77 aplinkoje ir centriniai 


Ę(x)= (m) + 





momentai U, = M(X —m)* (čia k=0, 1, ...) egzistuoja. 
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Imdami, pavyzdžiui, pirmuosius tris šio dėstinio narius, gauname apy- 
tikslę formulę 


Mo(X)= gim+ UD y, 


6.7. Nelygybės 


Sakykime, egzistuoja atsitiktinio dydžio X vidurkis MX. Pasirodo, jog 
tokiu atveju galime, nors ir apytiksliai, įvertinti atsitiktinio dydžio skirstinį. 

1 teorema. Jei atsitiktinis dydis X yra neneigiamasis ir MX < ee, tai su 
visais £ > 0) 


Pxz9<s M, 


A Teoremą įrodysime imdami tolydųjį atsitiktinį dydį X. 


MX = [Cd > [pax > IE = | plx)dx=eP(X 2). A 
0 e 2 e 

Jei egzistuoja atsitiktinio dydžio X dispersija, gauname tikslesnį įvertį. 

2 teorema. Jei DX <ee, tai su visais € > O 


P(|X -MX|2e) 4—— 
£ 
A Įrodymas išplaukia iš 1 teoremos: 


P(|X -MX|>e)= P((X - MX)" 2e*)< 


M(X-MX) DX 
—--—. A 
£ 


Matome, jog didelis atsitiktinio dydžio nuokrypis nuo vidurkio, kai 
dispersija nedidelė, yra mažai tikėtinas. 

1 ir 2 teoremoje pateikti teiginiai vadinami Čebyšovo nelygybėmis. 

Kadangi 


P(|X -MX|<e)=1-P(|X -MX| 29), 
tai iš antrosios Čebyšovo nelygybės išplaukia, jog 
P(|X - MX|<e) E 
£ 


Čebyšovo nelygybių praktinis taikymas yra ribotas, nes jų teikiami tikimy- 
bių įverčiai nėra tikslūs (ypač esant mažiems € ir didelėms DX). Pavyzdžiui, tar- 


kime, kad e=6,. Tada P(X-MX|z0,)<DŽ=1. Tai triavialu, nes bet 
o 


kurio įvykio tikimybė yra ne didesnė už vienetą. Aišku, imdami didesnius € (pa- 
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vyzdžiui, £ = 30), gausime tikslesnius įverčius. Teorinė šių nelygybių reikšmė 
yra ženkli. Tuo įsitikinsime nagrinėdami didžiųjų skaičių dėsnio problemą. 

Iš Čebyšovo nelygybės išplaukia toks teiginys: jei atsitiktinio dydžio dis- 
persija lygi nuliui, tai su visais € > O P(|X -MX| <£)=1. Vadinasi, dydis X 
įgyja tik vieną reikšmę C = MA, taigi A yra pastovusis dydis. 

Analizėje yra žinoma Koši ir Buniakovskio (arba kitaip Švarco) nely- 
gybė. Pateiksime tikimybinį jos variantą. 

3 teorema. Jei egzistuoja antrosios eilės momentai MX“ ir MY“, tai 


ĮMXY|< /MX?MY?. 
A Su visais realiaisiais a ir b 
M(aX +bY)? 20. 
Iš čia 
a*MX* +2abMXY +6*MY* 20, 
o tada kvadratinio trinario diskriminantas 
bŽ(MXY)? -b?MX*MY* <0 


ir 
ĮMXY|<VMX*MY*. A 
Iš šios teoremos išplaukia tokie teiginiai: 
+ |M(X-MX)(ŲY -MY)< JDXDY; 
+ |MX|<VMX?. 

Įsitikinkite. 


Uždaviniai 


1. Atsitiktinių dydžių A, Y ir Z skirstiniai yra tokie: 


E NAuUkuEAE AKA 
Ur Tez 102 702 702 7027 


E-AE8ERK NE EA 
DP [02 [02 [02 [702 [02 













Palyginkite šių dydžių vidurkius bei dispersijas. Padarykite išvadą. Ras- 
kite modas ir medianas. 
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2. Loterijoje, kurioje yra 100 bilietų, galima išlošti dviratį už 500 litų, lai- 
krodį už 50 litų ir skėtį už 20 litų. Nustatykite laimėjimo vertės skirstinį ir vi- 
dutinę laimėjimo vertę, kai yra žinoma, kad žaidėjas turi vieną bilietą; du bi- 
lietus. Ištirkite tokius atvejus: 

a) loterijos bilietas nemokamas; 

b) loterijos bilietas kainuoja 10 litų. 


3. Lošimo kauliukas mėtomas tol, kol atvirsta šešios akutės. X —- kauliuko 
metimų skaičius. Remdamiesi šiais duomenimis: 

a) užrašykite X tikimybių skirstinį; 

b) apskaičiuokite vidutinį metimų skaičių MX ir dispersiją DX, 

c) taikydami Čebyšovo nelygybę, įvertinkite tikimybę P(X < 10) bei pa- 
lyginkite ją su tiksliąja reikšme; 

d) apibūdinkime tokį lošimą: kai X - nelyginis, žaidėjas išlošia 1 litą, kai 
X —- lyginis, pralošia 1 litą. Užrašykite išlošimo tikimybių skirstinį ir, 
apskaičiavę vidutinę laimėjimo vertę, nuspręskite, ar žaidėjui naudinga taip 
lošti. 


ma į taikinį iš eilės? 

5, Diskretusis atsitiktinis dydis X apibrėžiamas tikimybėmis 
a 
k? 
Raskite konstantą a, apibūdinkite MX, DX bei aukštesniųjų eilių momentus. 


P(X =k)= L: čiak =1,2,... 


6. Atsitiktinio dydžio X tikimybių tankis 
0,kaix<-I, 
cx+c,kai-1<x<0, 

p(x)= Ztokai0<x<2, 
—2cx+6c,kai 2<x<3, 


0,kai x >3. 


Apskaičiuokite: 

a) konstantą c; 

b) tikimybių pasiskirstymo funkciją F; 
c) vidurkį, modą, medianą ir dispersiją. 
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7. Variklio ilgaamžiškumas 7 apibūdinamas Relėjaus skirstinio tankiu 


,2 


Us 2 kaiss 
plt) = d „kai/20, 


0,kai/ < 0. 


Apskaičiuokite vidutinę variklio veikimo trukmę, medianą, modą, stan- 
dartinį nuokrypį. 

Laikydami, kad T, ir 7; yra dviejų nepriklausomai funkcionuojančių ir 
turinčių Relėjaus skirstinius variklių ilgaamžiškumas, interpretuokite dydžius 

T, ta T,, max(7,, T,), min(7T,, T;). 

Apskaičiuokite jų vidurkius. 


8. Atsitiktinio dydžio X skirstinys yra toks: 


E72E-1EAKW KK 

| P |02 | 01 | 04 | 02 | 01 | 

Apskaičiuokite: 

a) MX ir DX, 

b) MYirDY, kai Y=2X+ 1; 

c) MZir DZ, kai Z= X". 

9, Prietaiso atsitiktinių paklaidų X tikimybių skirstinį apibūdina tankis 
a(1-x*)?,kai xe [-1,1], 

O Aa is, 
0,kai xe [-1,1]. 


Raskite konstantą a, modą, medianą, vidutinę paklaidą, standartinį paklai- 
dų nuokrypį, asimetrijos koeficientą ir ekscesą. 


10. Metama x lošimo kauliukų. Apskaičiuokite atvirtusių akučių sumos 
vidurkį ir dispersiją. 


11. Atsitiktinio dydžio X tikimybių skirstinys yra Koši skirstinys: 
F(x) < res x;čia xe R.- 

21 
Apibūdinkite šio dydžio modą, medianą ir momentus. 


12. Atsitiktinio dydžio X skirstinys yra eksponentinis: 
p(x)=e ",kaix 20. 
Apskaičiuokite dydžių 
Y=aX+b, Y- +. Y=X“(x>0), 
X 
Y=e?(4>0), Y=e"*, Y=InX 
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vidurkius. Nurodykite metodus, kuriuos taikydami galite apskaičiuoti minėtų 
dydžių Y vidurkius. 
13. Atsitiktinio dydžio X tankis 
1 į nr 
x)=-cosx,kaix€|--,- |. 
P(x) 3 | 5 :| 


Raskite atsitiktinio dydžio Y = Isin X | vidurkį ir dispersiją. 


14. Nepriklausomieji atsitiktiniai dydžiai X ir Y įgyja sveikąsias teigia- 
mąsias reikšmes k su tikimybėmis P(X = k) = 2“ Raskite tų dydžių sumos 
X + Y skirstinį ir apskaičiuokite jos vidurkį M(X + Y). 


15. Atsitiktinis dydis X įgyja reikšmes x; su tikimybėmis p;, i = 0,n; čia 
Xo <X) <...<x,. Įrodykite, kad: 

a) dydis M(X - a)“ yra minimalus, kai a = MX; 

b) /DX < S 


16. Atsitiktiniai dydžiai X ir Y yra nepriklausomi. Kokie turi būti jų 
vidurkiai, kad dydžių sandaugos dispersija būtų lygi dispersijų sandaugai? 

17. Atsitiktiniai dydžiai Xk (k =0,n) yra nepriklausomi ir tolygiai 
pasiskirstę atkarpoje [0, 1]. Raskite vidurkį 

M(max(X,, ..., X,) - min(X,, ..., X,)). 
18. Vidutinis vėjo greitis tam tikrame aukštyje lygus 7 m/s. Remdamiesi 
Čebyšovo nelygybe, įvertinkite tikimybes, kad vėjo greitis tame aukštyje bus: 


a) ne didesnis kaip 28 m/s; 
b) ne mažesnis kaip 35 m/s. 


19. Visų banke laikomų indėlių suma sudaro 2 milijonus litų, o tikimybė, 
kad atsitiktinai paimtas indėlis ne didesnis už 10 000 Lt, lygi 0,8. Įvertinkite 
šio banko indėlininkų skaičių. 


20. Remdamiesi Čebyšovo nelygybe, įvertinkite tikimybes P(1 < X < 5) 
ir P(0 < X <4), kai MX =2ir DX= 0,4. 


21. Atsitiktinio dydžio X skirstinys yra toks: 


ETAEHEEHKE 

| P |02 | 05 | 05| 

Remdamiesi Čebyšovo nelygybe, įvertinkite P(|X -MX| < 4). Gautą 
įvertį palyginkite su tiksliąja reikšme. 


141 


ATSITIKTINIO VEKTORIAUS 
SKAITINES CHARAKTERISTIKOS 


Atsitiktinį vektorių (daugiamatį atsitiktinį dydį), kaip ir vienmatį atsi- 
tiktinį dydį, visiškai apibūdina jo skirstinys. Daugiamačių dydžių skirsti- 
niai yra keleto kintamųjų funkcijos, todėl praktiškai juos apskaičiuoti bei 
taikyti yra sudėtinga, o dažnai — ir nebūtina. Apibrėšime skaitinius para- 
metrus, kurie tam tikru laipsniu apibūdins esminius atsitiktinio vektoriaus 
skirstinių bruožus. Kalbant apie vienmačius dydžius, tai buvo vidurkis, 
dispersija ir kitos skaitinės charakteristikos. Daugiamačiams dydžiams, be 
jų, dar būdingos koordinačių ryšį apibūdinančios charakteristikos. 

Šiame skyriuje apibrėšime dvimačio atsitiktinio vektoriaus pagrin- 
dines skaitines charakteristikas, aptarsime jų taikymo tikslingumą ir ga- 
limybes. Apibendrinimai nėra sudėtingi ir tada, kai matavimų skaičius 
didesnis. 


7.1. Vidurkis, dispersija ir kovariacija 


Atsitiktinio vektoriaus (X, Y) vidurkis yra jo koordinačių vidurkių vek- 
torius (MX, MY). Jei (X, Y) yra diskretusis su dvimačiu skirstiniu P(X = x;, 
Y = y) = p; bei koordinačių skirstiniais P(X = x;) = p;, P(Y = jį) = g; (čia 
i, j 2:1), tai 


MX = )UABy = | Bi 
"2 i 

MY = V Yvjpy = 2vjaj 
BJ J 


Jei (X, Y) yra tolydusis su dvimačiu tankiu p(x, y) ir koordinačių tankiais 
P(x), p2(V) (čia xe R, ye R), tai 


MX = | IG y)dxdy = [x (x)dx, 


-o00 -00 -o 


MY- | [op y)dedy = [op> dy. 

Vidurkis (MX, MY) yra dvimačio atsitiktinio dydžio padėties plokštu- 
moje charakteristika — plokštumos taškas, apie kurį telkiasi dydžio (X, Y) 
reikšmės. Mechaninė vidurkio prasmė — vienetinės kūno masės, pasiskirs- 
čiusios plokštumoje, centras. 
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Atsitiktinio vektoriaus (X, Y ) dispersija yra koordinačių dispersijų vekto- 
rius (DX, DY). Jis apibūdina koordinačių sklaidą apie vidurkius. Koordinačių 
dispersijų — dydžių nuokrypių nuo vidurkių kvadrato vidurkio — skaičiavimo 
algoritmai skaitytojui yra žinomi (žr. 6.5 skyrelį). 

Dvimačio atsitiktinio dydžio (X, Y) koordinačių X ir Y ryšį apibūdina 
kovariacija (koreliacinis momentas). 

1 apibrėžimas. Dydžių X ir Y nuokrypių nuo vidurkių sandaugos vidurkį 
vadiname kovariacija ir žymime 


cov(X, Y)= M(X -MX)(Y -MY). 


Iš apibrėžimo išplaukia, jog 


VVG; -MX)(y; -MY)p; kai (X, Y) - diskretusis dydis, 


j 

cov(X,Y)=45 = 

| |-MXJ y-MY)p(x, y)dxdy, kai (X,Y)— tolydusis dydis, 

jei eilutė (integralas) konverguoja absoliučiai. 

Kovariacijai būdingos tokios savybės: 

1) cov(X, Y) = cov(Y, X). 

2) cov(X, X) = DX. 

3) |cov(X, Y)| < /DXDY. 

A Pirmųjų dviejų teiginių įrodymas išplaukia iš apibrėžimo, o trečiojo — 
iš Koši ir Buniakovskio nelygybės ĮMXY| <VMX?MY? (žr. 6.7 skyrelį). A 


2 apibrėžimas. Dydžius X ir Y vadiname nekoreliuotaisiais, jei 


cov(X,Y)=0. 


Jei cov(X, Y) * O, dydžiai vadinami koreliuotaisiais (susietais koreliaci- 
ne priklausomybe). 

4) Jei X ir Y yra nepriklausomi, tai jie yra ir nekoreliuoti (kai egzistuoja 
kovariacija). 

A cov(X,Y)=M(X -MX)(Y -MY)=MXY -MXMY,; 
kadangi X ir Y yra nepriklausomi, tai MXY = MXMY. A 

Atvirkščias teiginys yra neteisingas. Priklausomieji dydžiai gali būti ir 
nekoreliuoti. Pagrįskime tai pavyzdžiu. 


Pavyzdys. Diskrečiojo dydžio X skirstinys yra toks: 


Atsitiktinis dydis Y = X? . Aišku, jog dydžiai X ir Y yra priklausomi 
(parabolinė funkcinė priklausomybė). Tačiau 


cov(X,Y)= MXY -MXMY =MX* -MXMX? =0. 


Taigi dydžiai X ir Y yra priklausomi, tačiau nekoreliuoti. Vadinasi, jei 
egzistuoja cov(X, Y), tai nekoreliuotumas yra būtinoji, bet nepakankamoji 
nepriklausomumo sąlyga. 

5) D(aX +BY)=07DX +BŽDY +2aBcov(X, Y). 

Įrodymas išplaukia iš dispersijos savybės (žr. 6.5 skyrelį) ir kovariacijos 
apibrėžimo. 

Šią teoremą galima apibendrinti — pritaikyti didesniam skaičiui atsitikti- 
nių dydžių. Pabandykite. 

Dvimačio atsitiktinio dydžio (X, Y) koordinačių sklaidą apie vidurkius 
MX ir MY bei koordinačių koreliacinio ryšio informaciją užrašysime kore- 
liacine matrica 


2 DX cov(X, Y) 
“(cov(Y, X) Dy | 


6) Koreliacinė matrica yra simetriška ir neneigiamai apibrėžta: 
K" =K,detK 20. 
A Pirmasis teiginys išplaukia iš 1 savybės, o antrasis — iš determinanto 


apibrėžimo bei 3 savybės. 
Pažymėsime, jog det K= 0, kai Y = aX + b. Pagrįskite. A 


7.2. Koreliacijos koeficientas 


Kovariacija cov(X, Y) neapibūdina dydžių koreliacinio ryšio glaudumo 
(stiprumo). Be to, kovariacijos dimensija (ji lygi dydžių X ir Y dimensijų 
sandaugai) trukdo spręsti palyginamuosius uždavinius. Tad koreliacinio ryšio 
glaudumui nusakyti vartojama bedimensė charakteristika, vadinama korelia- 
cijos koeficientu. 

Apibrėžimas. Atsitiktinių dydžių X ir Y koreliacijos koeficientu p vadi- 
name kovariacijos ir standartų sandaugos santykį: 


cov(X, Y) M(X-MXJY-MY) 
Sy9y DXDY | 


P=P(X, Y)= 





Savybės: 
1) p(aX +b,cY +d)=p(X,Y),kaia >0irc > 0. 
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ApraX +b.ev + dye NOK +b-M(aX + b(eY +4-MCY xd) 





ĮD(aX +6)D(cY +d) 
„SEN MSM) S) Es a 
a2c2DXDY Sr9y 


Vadinasi, kintant atskaitos pradžiai ir masteliui, koreliacijos koeficientas 
nesikeičia. 

2) Jei X ir Y yra nepriklausomieji dydžiai, tai p(X, Y)= 0. 

3) |p(X, Y)<1. 

Įrodymas išplaukia iš Koši ir Buniakovskio nelygybės arba iš kovaria- 
cijos 3 savybės. 

4) p(X „K )|=1 tada ir tik tada, kai X ir Y yra susiję tiesine priklau- 
somybe. 

A Pakankamumas. Tarkime, kad Y =aX + bira + 0. Tada 


aM(X-MX)' aDX a 


Japžx | |a|DX |a| 





P(X, Y)=p(X, aX +6)= 


Taigi 
X ne I,kaia >0, 
Hoi ai 
Būtinumas. Tardami, kad p(X, Y)=+1, įrodysime, jog X ir Y susiję 
tiesine priklausomybe. 
Apskaičiuojame dispersiją: 


pįŽCMK ISM Di, BI en Y) 








=2(1+p(X, Y)). 


Gy Gy 5; Oi Gx9y 


Jei p(X, Y)=1,tai 


p ASME ME ą 





Sx Sy 
o tada 
X-MX Y-MY 


Sy Sy 








> 


nes tik pastovaus dydžio dispersija lygi nuliui. 
Kadangi 


y EC LM o 





Sx Sy 
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tai konstanta c = 0, o tiesinė X ir Y priklausomybė yra 


Y-MY=Ž (x -MX). 
Sx 


Jei p(X, Y)=-1, tai analogiškai 
Oy 
Y-MY=——(X-MX). 
Ox 


Gavome tiesių, einančių per vektoriaus (X, Y) skirstinio centrą (MX, 
MY), lygtis. A 

Iš šios savybės išplaukia, kad kiekybinė koreliacinio ryšio charakteristika 
p(X, Y) apibūdina tiesinį ryšį. Kai |p(X, Y)|=1, dydžiai X ir Y yra tiesiškai 
priklausomi. 

Kai p(X, Y)=0 , tiesinio ryšio nėra, tačiau netiesinis gali egzistuoti. 

Tarkime, kad, apskaičiuodami koreliacijos koeficientą, gavome p= -0,9. 
Ką galime pasakyti apie dydžius X ir Y? Praktiškai tai reiškia, jog koreliacinis 
ryšys yra stiprus ir prognozuotinas tiesinis ryšys, kuriame X ir Y kitimo kryptys 
yra priešingų tendencijų (p < 0 - neigiamoji koreliacija). 


Pavyzdys. Dvimačio vektoriaus (X, Y) skirstinys yra toks: 





Apskaičiuokime D(X- Y) ir p(X, Y). 


A Vektoriaus koordinačių vidurkiai MX = MY = 0, o dispersijos DX = 4, 
DY- 1. 
Kovariacija 


cov(X, Y)=MXY - MXMY = (-2)-(-1)-0,4+(-2)-1-0,1+ 
242 6 = 1 


Dispersija ir koreliacijos koeficientas yra tokie: D(X — Y) = 2,6, p= 0,6. 
Vadinasi, egzistuoja dydžių koreliacinis ryšys ir, vienam dydžiui didėjant, ki- 
tas turi tendenciją didėti (p > 0), tačiau tiesinio ryšio prognozei reikia deta- 
lesnių tyrimų (p nėra pakankamai artimas 1). A 
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7.3. Sąlyginiai vidurkiai. Regresija 


Išsamesnis koreliacinio ryšio nagrinėjimas siejamas su sąlyginio vidur- 
kio sąvoka. 

Sakykime, dvimačio diskrečiojo atsitiktinio vektoriaus (AX, Y) skirstinys 
P(X =x;5 Y =y;) = p; (i, j 2 1). Tada sąlyginis X skirstinys, kai Y įgyja kon- 


krečią reikšmę y; , yra P(X = XI| Fs žr (i = 1,2,..), o sąlyginis Y 
4; 


skirstinys — P(Y = y;|X = x; A M 
Pi 
1 apibrėžimas. Diskrečiojo atsitiktinio dydžio X sąlyginiu vidurkiu, kai 
Y= y, vadiname dydį 


M(X|Y=5;)= XAP(X = x |Y =9;). 








Analogiškai 





M(Y|X=x;)= YvjPU =yj | X = Xi). 
J 





Kai (X, Y) yra tolydusis vektorius su dvimačiu tankiu p(x, y) bei sąlygi- 
X, : ba 
PLAY) i Klslije? y) 


„ sąlyginiai vidurkiai 
Px(y) P(x) 


niais tankiais p,(x|y)= 


apibrėžiami taip: 


M(X|Y=y)= [ap (x |y)dx, 


-o 


M(Y|X=x)= [px |9dv. 


-0o 





Pateiksime lengvai įrodomas sąlyginio vidurkio savybes: 

1) M(/(X)|X =x)= J (x). 

2) M(cX | Y=y)=cM(X | Y = y). 

3) M(X+Y|Z=7)=M(X|Z=7)+M(Y|Z=z). 

4) Jei X ir Y yra nepriklausomi, tai M(X |Y = y)= MX. 

Atsitiktinio dydžio sąlyginis vidurkis, kai antrojo dydžio reikšmė 
fiksuota, yra pastovusis dydis. Pavyzdžiui, sąlyginis vidurkis M(Y| X =x;), 
kai i fiksuotas, yra skaičius. Kintant i, t. y. dydžiui X įgyjant skirtingas 
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reikšmes, kis ir sąlyginio vidurkio M(Y | X = x;) (čiai=1,2,...) reikšmės. 
Todėl galime teigti, jog skaičiai M(Y | X = x;) (čiai=1,2,...) yra atsitiktinio 
dydžio M(Y | X) įgyjamos reikšmės. Sąlyginio vidurkio M(Y | X) skirstinys 
yra toks: 


| Beni | Ma) | ME | | 
ES 


D 





E T M a KI 


Lentelėje pavartojome santrumpą M(Y| X= x)= M(Y | x;) (čia i = I, 
2, ... ). Kai dydžiai tolydieji, M(Y | X ) reikšmės yra M(Y | x) (xe R) su tan- 
kiu pį(x). 

Kadangi sąlyginis vidurkis M(Y | X) yra atsitiktinis dydis, natūralu ap- 
skaičiuoti jo vidurkį. 

5) MM(Y | X ) = MY (pilnojo vidurkio formulė). 

A Kai dydžiai diskretieji, 

MM(Y | X)= XYM( |x)p; = Y Yy jPO =9, | X =P; = 


i i oj 
= XV, Xpy => Yva = MY. 
j i j 
Įrodykite šią savybę, imdami tolydžiuosius dydžius. A 


1 pavyzdys. (Valdo tapatybė.) Sakykime, AX, A5, ... yra vienodai 
pasiskirsčiusių nepriklausomųjų atsitiktinių dydžių seka. Atsitiktinis dydis Y 
nepriklauso nuo dydžių Ai, A5, ... ir įgyja sveikąsias teigiamąsias reikšmes. 
Raskime atsitiktinio dėmenų skaičiaus sumos Sy = X, + X> + ...+ Xy vidurkį, 
kai žinomi vidurkiai MX, (i = 1,2, ...) ir MY. 

A Taikysime pilnojo vidurkio formulę: 

MSy = MM(S; | Y)= YM(A, +X,+..+ X, |Y=n)P(Y =n) = 

nz2l 

= YnMXP(Y =n)= MX; Y nP(Y =1)= MX MY. 

n2l n2l 

Sąryšis 

M(X, + X, +...+ X;)= MYMX, 


vadinamas Valdo tapatybe. Jis plačiai taikomas statistinėje nuoseklioje 
analizėje. Sy gali būti bendrų indėlių vertė, kai indėlių ir indėlininkų skaičius 
yra atsitiktinis, atsitiktinio skaičiaus kosminių dalelių suminė energija, atsitik- 
tinio skaičiaus paraiškų suminis aptarnavimo laikas ir t.t. A 
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Sakykime, (X, Y)- tolydusis vektorius. Tada Y sąlyginis vidurkis 


M(Y |x)= |opx(y|x)dy= g) 


--o 


yra x funkcija, o sąlyginis vidurkis 


] 


M(X|x)= [xp (x |y)dx = OC) —» funkcija. 


-o0o | 
2 apibrėžimas. Funkciją g(x) vadiname atsitiktinio dydžio Y regresija X 
atžvilgiu, o funkciją G(y) - dydžio X regresija Y atžvilgiu. 
Funkcijų g(x) ir ( (y) grafikus vadiname regresijos kreivėmis. Jeigu dy- 





džiai yra diskretieji, tai šios kreivė sudarytos iš izoliuotų plokštumos taškų (x;; 
g(x;)); čia i = 1, 2, ..., arba (9 (y;); y;); Čia j/= 1,2,.... 
Taigi regresija apibūdina vieno atsitiktinio dydžio sąlyginio vidurkio kiti- 
mą kintant kitam dydžiui. 
2 pavyzdys. Tarkime, kad dvimatis atsitiktinio dydžio (X, Y) skirstinys 
yra tolygus srityje D: 
k 3 
p(x,y)=3|D| 
0, kai (x; y)€ D. 


kai (x; y)e D, 


Sritis D= ((x;y): 0O<SxSI, 0<y<x?) ir tankio p(x, y) paviršius pa- 
vaizduoti 46 paveiksle, a ir b. Raskime Y regresiją X atžvilgiu. 





A Kadangi 
l . 

|D|- [ax L 
4 3 


tai dvimatis tankis p(x, y) = 3, kai (x; y)e D. 
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Vienmačiai tankiai 
Ž 


b 4 
pi(x)= [3dy=3x“,kaiO< x<!, 
0 


1 
Pi(Y)= [34+=31-Jy),kaiOs ys. 
Jy 


Kai 0<x<1, sąlyginis Y tankis 
3 I o 2 
(v|x)=—=—; čia0Sy<x"; 
Pal | 3 
kai 0< y< 1, sąlyginis X tankis 


1 čia Jy<xSl. 


nelY=——>= ; 
3(1- x) 1- y 


Abu sąlyginiai tankiai yra tolygieji: pirmasis — atkarpoje [0, x*], antrasis — 


atkarpoje Ly „ 1]. Pavyzdžiui, kai y -2 (46 pav., b), gauname plokštumos ir 


paviršiaus sankirtą Zz = "2 kurią padaliję iš koeficiento 25 )ž su- 





žinome sąlyginį tankį pj| x " =2, kai < x<l. 


Sąlyginius vidurkius galime apskaičiuoti taikydami tolygiojo skirstinio 


algoritmą: vidurkis yra atkarpos, kurioje tolygiai pasiskirstęs dydis, vidurio 
taškas. Skaičiuokime tiesioginiu būdu: 


12 2 
M(Y|x)= [y-5av=ŽkaiO< rs, 
o X 2 





1+ 
M(X|»)= | x ar= V? sios ys! 


Atsitiktinio dydžio Y regresija X atžvilgiu 
2 
x 
= X =z— 5 
PSS 
Šio parabolinio ryšio kreivė pavaizduota 46 paveiksle, a. 


Pažymėsime, jog fiksuotą reikšmę atitinkanti regresijos g(x) reikšmė yra 
atkarpos AB vidurio taškas. 
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Analogiškai galima užrašyti X regresijos Y atžvilgiu lygtį. Fiksuotą y 
reikšmę atitinkanti regresijos (y) reikšmė yra atkarpos CE vidurio taškas. 
Pabandykite užrašyti šią lygtį ir nubraižykite regresijos kreivę. A 

Kai X ir Y yra nepriklausomi, tai 

g(x)=M(Y |[x)=MY, 

e(y)=M(X|y)= MX 
ir sąlyginiai vidurkiai (kartu ir funkcijos g(x) bei Ę(y)) yra pastovūs. 
Regresijos kreivės — tiesės, lygiagrečios su koordinačių ašimis. Pavyzdžiui, 
taip bus, kai tolygiojo skirstinio sritis D - skritulys. Kodėl? 

Sakykime, atsitiktinį dydį Y aproksimuojame funkcija f(X). Kokia funk- 
cija fminimizuoja vidutinę kvadratinę paklaidą JM(Y - 0 ? 

1 teorema. min M(Y - f(X)) =M(Y -M(Y |x))?. 

A Įrodysime imdami tolydžiuosius dydžius. Turime: 


M(Y-700*= | [- 70) pla, y)dedy = 


-0--o 


= J [6- 7607 P20| vo (x)dk. 


-oL -m 


Pakanka minimizuoti vidinį integralą. Pažymėję M(Y| X = x) = gia), 
gauname: 


[O-70Y p |)dy= [= 80)+80)- 70) Pa(y | x)dy = 


-0o 


= [0-0 PO 19dv + AE) 70) | = 80)Px (| dv + 


-0o -o 


+ [(86)- 76) px (y | x)dy. 


Pirmasis integralas nepriklauso nuo f(x), antrasis lygus nuliui, o trečia- 
sis lygus (g(x) — f(x))“ ir yra mažiausias, kai f(x) = g(x). Taigi f(x) = g(x) = 
=M(Y|x). A 

Iš I teoremos išplaukia tokia išvada: vidutinio kvadratinio kriterijaus 
požiūriu atsitiktinio dydžio Y reikšmės yra mažiausiai išsibarsčiusios regresijos 
kreivės g(x) = M( Y |x ) atžvilgiu. Šios sklaidos matą natūralu vadinti sąlygine 
dispersija ir žymėti 

D(Y |x)=M(Y -M(Y |x))?. 
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3 pavyzdys. Atsitiktinio vektoriaus (X, Y) tankis 
x+y,kai0<x<lir0O<yS<I, 
a 
O kitais atvejais. 
Užrašysime regresijų lygtis ir apskaičiuosime koreliacijos koeficientą. 
A Marginalusis X tankis 
1 
Pio) = [+ y)dy=x+ E kaiOs x 1, 
0 


o sąlyginis tankis 


Pily|x)= P0:Y) A+V „kai0<ys<l. 


P(x x) Ža 


Y regresija X RER 


ži, „3x1+2 
g(x)=M(Y |x)= p 
, K 6x+3 








Vadinasi, regresijos kreivė yra hiperbolė, o jos lygtį galima užrašyti taip: 


0<x<l. 





— Is Lė 
PA e 


Analogiškai X regresija Y atžvilgiu 


=00)=5+— 0<ys<l. 


12y+6 

Regresijos kreivės pateiktos 47 paveiksle. 2 

Vidurkis 
' 2 
3 
MX = [x x+ d=L=MY, į 
4 12 2 

dispersija 


S 


! > 1 11 
DX=| x--||x+- Įd+=—=DY 
J 12 2 144 


ir kovariacija 
t T | 

cov(X, Y = [f -— + y)dxdy = —. 

v(X, Y) [lx | 5) y)dxdy "Ti 


Pagaliau koreliacijos koeficientas 


cov(X, Y 1 
Tea, 4 
Sx9y 11 
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Koreliacinis dydžių X ir Y ryšys yra hiperbolinis, tačiau kvadrate 
0<x,y<1 jis beveik tiesinis. Atrodytų, jog tai prieštarauja informacijai 


p(X, Y)=-0,09. Iš tikrųjų prieštaros nėra, nes sąlyginiai vidurkiai, lėtai kis- 
dami kvadrate, mažai skiriasi nuo vidurkių MX = MY = Z. o kartu regresijos 
kreivės artimos tiesių, lygiagrečių su koordinačių ašimis, atkarpoms. A 

Kai funkcijos g ir Ę yra tiesinės, gauname tiesinę regresiją. Ją išna- 
grinėsime detaliau. Kai |p(X 4 ) =1, gauname Y tiesinės regresijos X atžvil- 


giu lygtį (žr. 7.2 skyrelį) 


Y-MY=+9 (x -MX). 
Sox 


Žinome, jog priklausomųjų atsitiktinių dydžių koreliacijos koeficientas 
yra tiesinio ryšio stiprumo matas — jis rodo, kaip „gerai“ (vidurkio prasme) 
vienas atsitiktinis dydis tiesiškai išreiškiamas kitu. Sakykime, dydį Y norime 
aproksimuoti tiesine funkcija g(X) = aX + b taip, kad vidutinė kvadratinė pa- 


klaida yM(Y - g(X)V? būtų mažiausia. 

Aišku, kad atsakymas yra g(X)=M(Y| X) (1 teorema). Tačiau šioje 
siauresnėje funkcijų klasėje (tiesinės funkcijos) mes patikslinsime atsakymą ir 
rasime optimalias parametrų a ir b reikšmes. 


2 teorema. Vidutinio kvadratinio kriterijaus požiūriu optimali tiesinė 
aproksimacija yra funkcija 


g(X)=p(X, Y) S (X -MX)+MY. 
Ox 
A Apskaičiuojame kvadratinės paklaidos vidurkį: 
M(Y-aX-b)" = MY? -2aMXY -26MY +a7MX* +2abMX +6. 
Ieškome parametrų a ir b reikšmių, su kuriomis šis vidurkis yra 


mažiausias. Būtinosios dviejų kintamųjų (a ir b) funkcijos ekstremumo sąlygos 
yra 


9M(Y -aX -b)? > 
Ja Eik MXY -aMX? -bMX =0, 
9M(Y -aX -bY | MY-aMX-b=0. 
0b ' 
Išsprendę sistemą, gauname: 
Ša cov(X, 13 b=MY- cov( AX, DMX. 
DX DX 
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Optimalioji tiesinė aproksimacija 

g(X)=aX +b=p(X, r: 2- MX)+MY. A 

Atkreipiame dėmesį į tai, kad sat =MY, M(Y-g(X))=0,0 aprok- 
simacijos paklaida 

M(Y -g(X))* =D(Y -g(X))=DY(-p*(X, Y)). 


Įsitikinkite. 
Tiesinės Y regresijos X atžvilgiu lygtis yra 


y-MY =p(X, Y) 7 (x-MX). 
Ox 


Atskirus jos atvejus, kai p(X, Y)= +! , jau išnagrinėjome anksčiau. 


7.4. Entropija 


Aptarsime dar vieną atsitiktinių dydžių skaitinę charakteristiką — 
entropiją, kiekybiškai apibūdinančią tų dydžių neapibrėžtumo laipsnį. 
Sakykime, atsitiktiniai dydžiai X ir Y turi tokius skirstinius: 





Akivaizdu, jog dydžio Y neapibrėžtumo laipsnis yra didesnis, nes tas 
dydis gali įgyti didesnį skaičių vienodai patikimų reikšmių ir dėl to prieš 
eksperimentą sunkiau prognozuoti jo baigtį. Jei dydis įgyja tik vieną reikšmę 
(išsigimęs skirstinys), jokio neapibrėžtumo nėra. Atrodytų, neapibrėžtumo 
laipsnis priklauso nuo baigčių skaičiaus: didesnį jų skaičių atitinka didesnis 
neapibrėžtumas. Šis veiksnys yra svarbus, tačiau ne lemiamas. 

Imkime skirstinius: 





EaEaEIKKaCaCoC 


Šiuo atveju didesnį neapibrėžtumo laipsnį turi dydis X - prieš eksperimentą 
galime beveik atspėti, kad Y įgis reikšmę 0, tuo tarpu apie X to pasakyti 
negalime. Taigi atsitiktinio dydžio neapibrėžtumo laipsnį lemia tikimybės. 
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Apibūdinsime diskrečiojo atsitiktinio dydžio X, turinčio skirstinį p; = 
=P(X =x;)(čiai= 1, 2, ...), neapibrėžtumo matą — entropiją. 


Apibrėžimas. Diskrečiojo atsitiktinio dydžio entropija yra skaičius 


H(X)= Hp p3s)=—), Dy log pys 





čia logaritmo pagrindas gali būti bet kuris skaičius a > 1. Inžineriniuose skai- 

čiavimuose, informatikoje vartojami dvejetainiai logaritmai. Tai reiškia, kad 

neapibrėžtumo laipsnio matavimo vienetu laikomas neapibrėžtumas, kurį su- 

kuria atsitiktinio dydžio su dviem vienodai patikimomis baigtimis, skirstinys. 
Tikrai, nes tada 


1 1 1 
H(X)=H ia i 
(X)= [- 2) 2 ogi 2 88:51 


Šis dvejetainis entropijos vienetas vadinamas bitu (angliškų žodžių 
bi(nary) (digi)t, reiškiančių dvejetainį skaitmenį, santrumpa). 

Apskaičiuodami entropiją, žymėsime log; p=logp ir laikysime, kad 
log0=0. 

Entropijos savybės: 

1) H(X)20. 


2) Jei X skirstinys yra tolygusis, t. y. jei D,= P) = += Dy = „tai 


H(X)=logN.. 


| 1 
3) max H(p,, p5,..., =H| —, —,..,— |. 
) x H(pį, p; Py) š N 2 


N 
A Ieškome sąlyginio Z(p,,..., px) maksimumo, kai B =1. Šį sąly- 
i=l 
ginio ekstremumo uždavinį sprendžiame sudarydami Lagranžo funkciją 


N N 
L(pys>Py)=- 3, pi log p; + AS pi 


i=l i=1 
čia A — neapibrėžtasis koeficientas. Dalines išvestines kintamųjų p; atžvilgiu 
prilyginę nuliui, gauname tokią sistemą: 





log p; > 5tA=0, i=l, 


Iš čia išplaukia, kad p, = p =-..= py „t.y. p;=—, i=1,N. A 
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Kai N= 2, entropija 
H(p,1-p)=-(plogp+(1- p)log(1- p)) 


22 
Tarkime, kad dvimačio atsitiktinio dydžio (X, Y ) skirstinys 
P; =>P(X =x;, Y=y;), ,j2L. 


Hpa- ps Al ) (48 pav.). 


H 
Jo entropiją apibrėžiame taip: 
H(X, Y)=-Y V. pi log pį. 
oj 
4) Jei X ir Y yra nepriklausomi, tai 8 5 1 P 
H(X, Y)= H(X)+ H(Y). 
48 pav. 


A Kadangi p; = p;ą; (i,j21),tai 


H(X, Y)=-Y V. pa(og p; +10g4;)= 
i oj 


=-Ypilogp;- Ya; logą; = H(X)+H(Y). A 
i "| 


Apibrėžkime atsitiktinio dydžio Y sąlyginę entropiją, kai X= x;: 

H(Y|X=x)=-YP(Y =y; | X =x)logP(Y = y; |X = x;). 
J 

5) H(X, Y)= H(X)+ Y. pP |X=5;). 


1 


A H(X,Y)=-Y YpPU =y,|X= x )logpP(Y =y, | X=5;)= 
Lo J 


= Nn; log p; V P(Y = y; |X=x)- 
Š j 


- VP SPU = y; |X = 5)logP(Y = x; |X =5)=-Y pi log p; + 
i Jj i 


+YpH(Y|X=x)=H(X)+ V. pH |X-x;). A 


Atsitiktinio dydžio Y sąlyginę entropiją X atžvilgiu pažymėkime 
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H(Y|X)= Y.p;HUY |X = x;). 

Iš entropijos 5 savybės išplaukia, kad 

H(X, Y)= H(X)+ H(Y | X). 

Tolydžiojo atsitiktinio dydžio X entropija apibrėžiama lygybe 
H(X)=- [p(0) log p(x)ax. 


Šios charakteristikos negalima laikyti atsitiktinio dydžio neapibrėžtumo 
matu, tačiau, sprendžiant palyginamuosius uždavinius, ji labai praverčia. 


Uždaviniai 


1. Atsitiktinio vektoriaus (X, Y ) tikimybių skirstinys yra toks: 





Raskite MX, MY, DX, DY, p(X, Y), H(X), H(Y). Nustatykite, ar dy- 
džiai X ir Y yra priklausomi. 
2. Firmoje pagamintos detalės pagal jų vidinio skersmens nuokrypį nuo 


nominalaus skirstomos į keturias grupes, o pagal išorinio skersmens nuokrypį 
nuo nominalaus — taip pat į keturias grupes. Nuokrypių (X, Y) skirstinys yra 


toks: 
BBA BITE BTU 
EK Be a BE 


0.02 


Raskite koreliacinę matricą ir S da vidurkius M(Y | X = 0,02). Ar 
prognozuotinas X ir Y tiesinis ryšys? Apskaičiuokite D(X + Y) ir D(X- Y). 










3. Iš dėžės, kurioje yra 2 balti ir 3 juodi rutuliai, traukiami du rutuliai. X — 
ištrauktų baltų rutulių skaičius, Y — ištrauktų juodų rutulių skaičius. Raskite 
vektoriaus (X, Y) tikimybių skirstinį ir koreliacinę matricą. Uždavinį spręskite 
atsižvelgdami į tai, kad atranka yra: 

a) grąžinamoji; 

b) negrąžinamoji. 
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4. Metami du lošimo kauliukai. X — atvirtusių vienetukų skaičius, Y — 
atvirtusių dvejetukų skaičius. Sudarykite vektoriaus (X, Y ) tikimybių skirstinį 
ir apskaičiuokite p(X, Y). 


5. Atsitiktinių dydžių X ir Y vidurkiai MX = -1, MY = 3, o kovariacija 
cov(A, Y) = 6. Raskite MZ, kai Z= 3XY + 4. 

6. Atsitiktiniai dydžiai X ir Y įgyja reikšmes 1, 2 ir 3. Duotos tikimybės: 

P(X=1)=0,5, P(X=2)=0,3, P(Y=1)=0,7, 

P(Y=2)=0,2, P(X=1, Y=1) =0,35, 

P(X=2, Y=2)=0,06, P(X=3, Y=1) =0,2. 

Apskaičiuokite p(X, Y), D(X +3Y), M(2X?-Y?+ XY)ir sąlyginius 
vidurkius M(X |Y =2), M(Y|X =2). 


7. Nepriklausomųjų atsitiktinių dydžių X ir Y skirstiniai sutampa ir 
apibrėžiami taip: 


1 k+1 
PA = KP =h=|3) ; čiak=0,1,2,... 


Raskite sąlygines tikimybes p =P(X =k| X +Y =») (čiak=0, 1,2, 
A) ir sąlyginį vidurkį M( X | X +Y =n). 


8. Dvimatis atsitiktinis dydis (X, Y) tolygiai pasiskirstęs trikampyje ABC: 
A(0; 0), B(-2; 2), C(2; 2). Apskaičiuokite p(X,Y) ir D(3X —2Y). Užrašykite 
Y regresijos X atžvilgiu lygtį. 

9. Atsitiktinio dydžio (X, Y ) tikimybių tankis 

p(x,y)= A(x+y), kai0<x<I, 0SyS<I. 


Raskite konstantą 4 ir koreliacinę matricą. Ar dydžiai X ir Y yra 
koreliuoti? Ar jie priklausomi? 


10. Apskaičiuokite nepriklausomųjų dydžių matricos 


X, AX; 
Z= 
1 h 
determinanto vidurkį ir dispersiją, kai visų elementų vidurkiai lygūs nuliui, 


o dispersijos lygios 6“. 
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11. Atsitiktinio vektoriaus (X, Y) skirstiniai yra dvimačiai eksponentiniai: 

a) F(x,y)=1-e7-e 7 +e"7(1+0(1-e"*)1-e"*), x20, y20; 

b) F(x,y)=1-e*-e" +exp(-x—-y+0xy), x20, y20. 

Raskite koreliacines matricas, koreliacijos koeficientus ir sąlyginius 
vidurkius M( Y | x). Su kuriomis parametrų G ir 0 reikšmėmis dydžiai X ir Y 
bus nekoreliuoti? bus nepriklausomi? 

12. Dvimačio atsitiktinio dydžio (X, Y ) tikimybių tankis 

p(x, y) = Axy, kai x+y<1, x20, y20. 

Raskite konstantą A ir p(X,Y). Užrašykite tiesinės regresijos lygtį. 
Paaiškinkite ją. 

13. Atsitiktinio vektoriaus (X, Y) tikimybių tankis 

p(x, y)= Ae(*) kai OS y<x<I, a>0, b>0. 

Apskaičiuokite konstantą 4 ir sąlyginius tankius. Užrašykite Y regresijos 
X atžvilgiu lygtį ir nubraižykite regresijos kreivę, kai a = I, b= 2. 

14. Atsitiktinio vektoriaus (X, Y) tikimybių tankiai yra tokie: 

a) p(x, y)=xe"*€*) kai x20, y20; 

1 x? y? : 1 
b) p(x, y)= ra -Ė „kai (x; y)e R. 
2R1+ y? X1+y?) 2 

Ar dydžiai X ir Y yra priklausomi? Ar jie koreliuoti? Užrašykite sąlygi- 

nius tankius py(x| y). 


15. Atsitiktinis dydis X tolygiai pasiskirstęs atkarpoje: 

a) [0, 1]; b) [-1, I]. 

Dydis Y = AX? . Apskaičiuokite koreliacijos koeficientą p(X,Y). Paaiš- 
kinkite jį. 

16. Atsitiktinio vektoriaus (X, Y ) pasiskirstymo funkcija 


Flx, y)=sin xsin y, kai OS x<Š, 0sysč. 


Raskite šio vektoriaus koreliacinę matricą ir sąlyginį tankį py (x| y). 
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17. Atsitiktinio vektoriaus (X,, X>, X;) vidurkis yra (0, 1, 2), o koreliacinė 
matrica 


s IO L 55 
B=| Ji0 8 T V56 
Lšs Llš6 1 
3 4 
Apskaičiuokite: 
a) koreliacijos koeficientus p(X,;, Y;), i =1, 2,3, j =1, 2,3,i £ j; 
b) atsitiktinių dydžių Y=X,+2X;-AX;3 ir Z=3X,-4X,+2AX; 
dispersijas; 
c) koreliacijos koeficientą p(Y, Z). 
18. Vienoje dėžėje yra 10 baltų, 5 juodi ir 5 mėlyni rutuliai, kitoje — 
8 balti, 8 juodi ir 4 mėlyni rutuliai. Iš kiekvienos dėžės traukiama po vieną 


rutulį. Kurio eksperimento baigtis yra mažiau apibrėžta? Raskite abiejų 
eksperimentų baigčių bendrąją entropiją. 


GENERUOJANČIOJI IR 
CHARAKTERISTINE FUNKCIJA 


Nagrinėsime dvi atsitiktinio dydžio funkcines charakteristikas, plačiai 
taikomas tiek praktiniuose, tiek teoriniuose tyrimuose. Tai bus atsitiktinio 
argumento tinkamai parinktų funkcijų vidurkiai. 


8.1. Generuojančioji funkcija 


Diskretųjį atsitiktinį dydį X, įgyjantį tik sveikąsias neneigiamąsias 
reikšmes k = 0, 1, 2, ..., vadinsime sveikaskaičiu atsitiktiniu dydžiu. Saky- 
kime, jo skirstinys yra p, = P(X =k),k=0,1,2,... 

Apibrėžimas. Sveikaskaičio atsitiktinio dydžio X generuojančiąja 
funkcija g vadiname atsitiktinio dydžio $“ vidurkį: 


£(5)=gx(5)=Ms* = ys pg; 
k 


čia s - realusis kintamasis. 








Kadangi eilutė Vl P, <ee Su visais |s| <1, tai visų atsitiktinių dydžių 
k 


funkcija g(s) šioje srityje yra apibrėžta. Be to, srityje |s|<! ši eilutė 


konverguoja tolygiai, o kartu g diferencijuojame kiek norime kartų. 
Generuojančiosios funkcijos savybės: 
1) Atsitiktinio dydžio X skirstinys 


Pr = 28 (0), K=0,1,2,. 


A Funkciją g(s) taško s = 0 aplinkoje išskleidžiame Teiloro eilute: 





iz KI 
Kadangi 
£065)= NS Dp 
k20 


tai, sulyginę vienodų s laipsnių koeficientus, įrodome teoremą. A 

Taigi egzistuoja skirstinių (p,, k = 0, 1, 2, ...) ir generuojančiosios funk- 
cijos g(s) abipusiškai vienareikšmė atitiktis. Todėl šią funkciją būtų tikslingiau 
vadinti tikimybės generuojančia funkcija. 
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2) Jei dydžiai X ir Y yra nepriklausomi, tai generuojančioji jų sumos 
funkcija lygi dėmenų generuojančiųjų funkcijų sandaugai: 


Ex+x(5)= x (5): gy(S). 

A Išapibrėžimo išplaukia, kad 

Zx+y(5)= Ms**" = Ms*57. 
Kai X'ir Y yra nepriklausomi, Ms*s' =Ms* Ms! = Zyx(5)gy(s). A 

Teoremą galime apibendrinti imdami bet kurį baigtinį skaičių nepri- 
klausomųjų atsitiktinių dydžių: 

EX, +X5+.+X, (5)= Ix, (5). 

k=I 


Pabandykite. 
Kai sveikaskaičiai dydžiai X ir Y yra nepriklausomi, jų sumos skirstinys 
lygus dėmenų skirstinių sąsūkai: 


k 
P(X+Y=k)= YP(X =i)P(Y =k-i). 
i=0 
Generuojančiąsias sumos ir dėmenų funkcijas sieja paprastesnė — daugy- 
bos — operacija. Todėl kartais iš pradžių patogiau apskaičiuoti generuojančiąją 
funkciją gy,y(5) , paskui, remiantis 1 teorema, - sumos skirstinį 


(k) 
Px +Y= 4860 k=0,1,2,... 


Tai ypač akivaizdu, kai yra daug dėmenų. 
3) Jei egzistuoja MX, tai 


A Generuojančiąją funkciją diferencijuojame srityje |s| <!; 
gx(5)= ŽS“ Pe 

Kadangi 

2 to, = MX, tai gy (I) = lim g4 (5) - 2 =MX. A 
4) Jei egzistuoja DX , tai 


DX = g5()+g4()-(gx(0)). 
Įrodykite. 
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1 pavyzdys. Atsitiktinio dydžio X skirstinys 
x* 
=P(X =k)=—————, k=0,1,2,...; 


čia A — teigiamasis parametras (Paskalio dėsnis). Raskime generuojančiąją 
funkciją ir vidurkį. 
A Pirmiausia patikriname, ar (p, , k 2 0) yra skirstinys: 


Šai) po 

E=-——= = =——:1——— = 1 

ro 14424 1+1 1+4 „A 
1+1 


Atsakymas yra teigiamas — ( pg, P, pp ,.-. ) apibrėžia skirstinį. 
Generuojančioji funkcija 


ž 
„Šu LS 
80)= 25 Pk SS) 


Srityje |s|<! ši eilutė konverguoja ir 


1 
6 MEETTTRST, 
Vidurkis 
Ž 1 
MX=g'(()=———| = 
£0 (I+M1-5))* [2 





Vidurkį galėjome apskaičiuoti ir tiesioginiu būdu: 
LAT 
MX= > kp, = k)— | =. 
Ž 28 mMĖ L] 
Tačiau ši lygybė nėra akivaizdi. Pagrįskite ją. 


Jei pažymėsime — =g ,tai dydis Y = X + I turės geometrinį 


1 A 
144 STS 
skirstinį P(Y =k)=P(X +1=k)=pg“"" (k = I, 2, ), kurio vidurkis 
MY=l1. A 

P 


2 pavyzdys. Atsitiktinio dydžio generuojančioji funkcija 
£(5) =0,157 +0,357 +0,557 +0,1s7. 
Raskime MX, DX ir X skirstinį. 
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A MX=g'()=(0,2s+0,9s7 +2,5s* +0,657) | 9 
s= 
DX = £*()+£0)-(g'0)" = (02+185+10874357)| + 


+4,2-4,2* =1,56. 
Skirstinys yra toks: 


EAEWEX EEA 
De Dai 65 Tos Tai 


Jį galėjome apskaičiuoti pagal formulę 


g) 
D R (k=2,3,5,6), 





o vidurkį ir dispersiją — tiesioginiu būdu. A 
Dvimačio sveikaskaičio atsitiktinio dydžio (X, Y ) generuojančiąją funkci- 
ją apibrėžiame taip: 


Zxy(s,)=Ms*" = V V P(X =k,Y=I), 
k I 


kai |s|<! ir klsi. Jos savybės analogiškos vienmatės generuojančiosios 
funkcijos savybėms. Pavyzdžiui, 


9 gls, 1) 
Os0! ž 


s=t1=| 
jei šis vidurkis egzistuoja. 


8.2. Charakteristinė funkcija 


Tikimybes generuojančią funkciją apibrėžėme siauroje (sveikaskaičių) 
atsitiktinių dydžių klasėje. Šiame skyrelyje apibūdinsime universalią funkcinę 
charakteristiką — charakteristinę funkciją ir, remdamiesi ja, tirsime atsitiktinio 
dydžio skirstinio savybes. 

1 apibrėžimas. Atsitiktinio dydžio X charakteristine funkcija f vadiname 
itX 


dydžio e“ vidurkį: 


f(0)= fx(()= Mei"; 


čia /- realusis kintamasis. 
Kompleksinio atsitiktinio dydžio e!“ “ vidurkis 


Me"* = Mcos/X +iMsin/X. 
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— 


Iš apibrėžimo išplaukia, kad 

X p, „kai X - diskretusis dydis, 

k 
f0=|> 

| e" p(x)dx, kai X - tolydusis dydis. 
Kadangi su visais /€ R dešiniojoje pusėje esanti eilutė (integralas) kon- 

verguoja absoliučiai, tai visų atsitiktinių dydžių funkcija fyra apibrėžta. 

Charakteristinės funkcijos savybės: 
I) Su visais te R |f(0)|S1. 


A Kadangi |e"“ 








= Įcos (X +isin 1X| =1,tai |Me'“ 





<Mle“|=1. A 


2) Jei a ir b yra realiosios konstantos, tai dydžio X tiesinės transforma- 
cijos Y = aX + b charakteristinė funkcija 


fl) =e" f (at). 

A Įrodymas išplaukia iš vidurkio savybių: 

fy(t)= Mel" +D) = gi bMeiaX = Gib flat). A 

3) Jei X ir Y yra nepriklausomieji dydžiai, tai 

Jx+y()= Jx()Jy (t). 

A frsy()= Me") = Me“ Me!" = Tel) fy(). A 


Šią teoremą lengvai apibendriname taikydami nepriklausomųjų atsitik- 
tinių dydžių sumai S, = X, + X; +...+ X,: 


Js, ()= II, (/). 
k 


Vadinasi, skirstinių sąsūką atitinka charakteristinių funkcijų sandauga. 
4) Jei atsitiktinis dydis X turi n-tosios eilės momentą (M|X | <), tai 


charakteristinė funkcija diferencijuojama n kartų ir 


su visais k=1,n. Be to, taško t = O aplinkoje 
it 
f()= Žž J MX“ +0(t"); 


čia liekamasis narys o(t“)>0, kai 1!—>0, greičiau už t", taigi 
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A Pirmiausia atkreipiame dėmesį į tai, kad iš sąlygos M|X|"<=< iš- 
plaukia, jog MX“ < e» su visais k =1,n. 


Formaliai (dar nepagrindę) k kartų diferencijuojame sąryšį /(/)= Me!“ . 


f (1) = Me" (XX. 
Kadangi tolygiai su visais /€ R 
Me“ (iX* |< M|| e“*| |ix|' )-M|x| <= 
tai diferencijavimas pagrįstas. Imdami / = 0, gauname: 
£O(0)=i*MX*, k=0,n. 
Prisiminę Teiloro formulę, užrašome //) skleidinį nulinio taško aplinkoje: 
ros ro 0, LO p LO 


—-t"+o(t")= 


=142MX+ G MX?4 S A 
n: 


Iš šios teoremos išplaukia, jog 


„0 O DX VO) - 00) 


1 pavyzdys. Atsitiktinio dydžio X skirstinys yra tolygusis atkarpoje 
[a, b]. Raskime charakteristinę jo funkciją. 


A Žinome, jog p(x)= = „kaix e [a, b]. Charakteristinė funkcija 
-a 


b itb ita 


X ix 
jai = eg Rn 


Matome, kad A) yra realiojo kintamojo / kompleksinė funkcija. Jei skirs- 
tinys yra simetriškas ži = p(x)), pavyzdžiui, tolygusis atkarpoje [-a, a], tai 


f0= 4 
yra realioji funkcija. 

Simetriško, o kartu ir tolygiojo atkarpoje [-a, a] skirstinio vidurkis MX = 0. 
Remdamiesi charakteristine funkcija, tolygiojo dydžio vidurkį apskaičiuojame 
taip: 


da e“ e“ sinta 
2a 2ita ta 





MX = B Žiim /()= 0. A 
Į 1—>0 


Apibiidinsimo dar vieną atsitiktinio dydžio skaitinę charakteristiką, ypač 
reikšmingą tiriant nepriklausomųjų atsitiktinių dydžių sumas. 
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2 apibrėžimas. Atsitiktinio dydžio X k-tosios eilės pusinvariančiu 
vadiname skaitinę charakteristiką 


s(0) 


Yk = (X)= A L uki=1, 2 





čia S(Ą = In K). 
Iš charakteristinės funkcijos 4 savybės išplaukia toks teiginys: jei MX“ 
egzistuoja, tai egzistuoja ir y, . Be to, 


y, = MX, 15 = DX, 15 =|5 = M(X - MA)". 
5) Jei dydžiai X ir Y yra nepriklausomi, tai 
KA +Y)=1,(X)+75 (V) 


su visais k= 1, 2,.... 

A Šią dydžių pusinvariančių adityvumo savybę pagrindžia teiginys 
fyx+y(0)= fy(() /y(t) ir pusinvariančio apibrėžimas. Įsitikinkite. A 

Teoremą galima apibendrinti — pritaikyti didesniam skaičiui nepriklauso- 
mųjų atsitiktinių dydžių. 

Pusinvariančių adityvumas būdingas vidurkiui, dispersijai ir trečiosios 
eilės centriniam momentui. Aukštesniųjų eilių momentai tokios savybės neturi. 

Žinodami atsitiktinio dydžio skirstinį, galime vienareikšmiškai apibūdinti 
charakteristinę jo funkciją. Galioja ir atvirkščias teiginys: charakteristinė 
funkcija vienareikšmiškai nusako atsitiktinio dydžio skirstinį. 

Šį teiginį pagrįsime su tolydžiaisiais dydžiais ir dydžiais, įgyjančiais 
sveikąsias reikšmes. 

6) Jei charakteristinė funkcija ff) absoliučiai integruojama su visais 
te R, tai tankis 








1 K. —ilxX 
SPS) float. 


Ši formulė vadinama apgręžimo formule. 
A Kadangi charakteristinė funkcija yra tankio Furjė transformacija 


f(0)= | plx)dx ir | |f()|dr<e=, tai iš analizės kurso žinome, jog 
egzistuoja atvirkštinė transformacija, išreikšta teoremos teiginiu. A 
7) Jei X įgyja tik sveikąsias reikšmes k=0,+1,+2,..., tai 





P(X=k)= Ž [erai 
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A Charakteristinė funkcija yra Furjė eilutė: 
f(0= Y.e*P(XT =). 
k 


-itm 


Padauginkime abi šio sąryšio puses iš e 
integruokime kintamojo /€ [-T, 1] atžvilgiu: 


(m — sveikieji skaičiai) ir 


n 


je fat = Y P(X = k) [edonai 


Ar k 
Kadangi 
jena kais 21, kai k = m, 
0,kai k £ m, 


-n 
" + 
tai [e““" f(a = 2RP(X = m), m=0,+1,£2,.. A 
-n 

8) Jei g(s) yra sveikaskaičio atsitiktinio dydžio generuojančioji funkcija, 
tai f(1)= Me" = g(e"!). 

Įrodymas išplaukia iš apibrėžimo. 

Toliau trumpai aptarsime skirstinių konvergavimą. Imkime pasiskirstymo 
funkcijų seką F(x), F5(x),..., konverguojančią į pasiskirstymo funkciją F(x) 
visuose jos tolydumo taškuose. Tokį pasiskirstymo funkcijų konvergavimą va- 
dinsime silpnuoju konvergavimu. Jei F,(x)=P(X,<x),o F(x)=P(X <x) 
ir F(x) silpnai konverguoja į F(x), tai sakysime, kad atsitiktinių dydžių seka 
(X,, n21) konverguoja pagal pasiskirstymą į atsitiktinį dydį X. 

Be įrodymo (įrodymą galima rasti [1] knygoje) pateiksime dar vieną savybę. 

9) Jei charakteristinių funkcijų seka fi(t),f2(t),... konverguoja į toly- 
džią taške t = O funkciją ft), tai atitinkamų pasiskirstymo funkcijų seka F(x), 
F,(x), ... silpnai konverguoja į pasiskirstymo funkciją F(x). Funkcija KV) yra 
atsitiktinio dydžio X, kurio pasiskirstymo funkcija P(X < x) = F(x), charakte- 
ristinė funkcija. 

Charakteristinės funkcijos sąvoką galima išplėsti. Antai dvimačio dydžio 
(X, Y) charakteristinę funkciją apibrėžiame taip: 


52 ga 0 Dy, 


k I 


j [pa dd. 


—o00 -0 


f0 s) = Mei(X+s!) 2 


Pateiksime pavyzdžių. 
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2 pavyzdys. Atsitiktinio dydžio X skirstinys yra eksponentinis. Raskime 
charakteristinę funkciją ir pirmųjų dviejų eilių skaitines charakteristikas. 

A Žinome, kad tankis p(x)=23e““,kai x 20. 

Charakteristinė funkcija 


f(0)=Mei* = 3 f EA Dg = 2 
2 M-if 
Vidurkį ir dispersiją galime apskaičiuoti tiesioginiu būdu. Tačiau galime 
ir remdamiesi charakteristine funkcija: 
(0 1 Ė > 1 
mx= 0 L Dk 0-7 00= 
į x x 
Akivaizdu, jog pusinvariančiai bus tokie: y, = T VY) = 2. 
Juos galėjome apskaičiuoti remdamiesi apibrėžimu, kai S(/)= In f(/) = 
=InA-In(A-i/). A 
3 pavyzdys. Sveikaskaitis atsitiktinis dydis tolygiai pasiskirstęs aibėje 


(1,2, ..., M). Raskime generuojančiąją ir charakteristinę funkciją, taip pat 
pirmųjų dviejų eilių skaitines charakteristikas. 


A Skirstinys toks: P(X = k) = T kai k=1,N. 


Prisiminę geometrinės progresijos N narių sumos formulę, apskaičiuoja- 
me generuojančiąją funkciją: 


N ON 
sms < LS 54 Cs" 
Nr N(1-s) 
Charakteristinė funkcija 
Ė ' it I=6“"1 
P = Mei“ =g(e! „esė 
0 SEN 


Remdamiesi formulėmis 

N N 

V UAMN K „NM(N+D(2N+1) 
k=1 2 k=l 6 


tiesiogiai gauname: 


> 





Šias charakteristikas galima apskaičiuoti ir netiesioginiu būdu, panaudo- 
jant funkciją g(/) arba /(/). Pabandykite. 

Vidurkį ir dispersiją įdomu palyginti su tolydžiojo atsitiktinio dydžio, to- 
lygiai pasiskirsčiusio atkarpoje [1, J, atitinkamomis charakteristikomis. A 


Uždaviniai 


1. Atsitiktinio dydžio X skirstinys pateiktas lentele 





Raskite: 

a) generuojančiąją funkciją g(z); 

b) charakteristinę funkciją /(/); 

€) vidurkį ir dispersiją (panaudokite g(z) arba /(/)). 


2. Atsitiktinio dydžio X generuojančioji funkcija yra tokia: 
a) g(z)=0,3+0,57+0,27; 


b) g(z)=0,32+0,72". 

Raskite: 

a) vidurkį ir dispersiją; 

b) dydžio X skirstinį; 

c) dydžio X charakteristinę funkciją. 


3. Nepriklausomųjų atsitiktinių dydžių X ir Y skirstiniai pateikti lente- 
lėmis: 


Raskite: 

a) X: Y generuojančiąją funkciją; 
b) X+ Y skirstinį; į 

c) X+ Y vidurkį ir dispersiją. 


4. Atsitiktinio dydžio X skirstinys yra eksponentinis, o jo parametras ly- 
gus A. Raskite šių dydžių charakteristines funkcijas: 

a) Y=aX +b;čiaair b- konstantos; 

b) Y=aF(X) + b,kai F(x)=1-e"“ (x20); 

ce) Y= In FX), kai F(x)=1-e* (x20). 

Ar stabilūs nepriklausomieji eksponentiniai atsitiktiniai dydžiai sudėties 
atžvilgiu? 
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5. Laplaso skirstinio tankis 
z|x=ų| 


p(x)=—e 9 (xe R). 
20 


Raskite charakteristinę funkciją ir momentus MA“. 





6. Koši skirstinio tankis 


p(x)= (xe R). 
y 


(1+x7) 
a) Raskite charakteristinę funkciją. 
b) Įrodykite: jei dydžiai X, (k = In) yra nepriklausomi su vienodais 
Koši skirstiniais, tai tų dydžių aritmetinis vidurkis 
X +X,+..+ X, 
n 
pasiskirstęs pagal tą patį Koši skirstinį (aritmetinių vidurkių stabilumas). 


7. Atsitiktinių dydžių charakteristinės funkcijos yra gite Aš 2 eV, 
+1 


3+co0s/ : 
—————. Raskite; 


a) vidurkius ir dispersijas; 
b) tikimybių skirstinius. 


8. Atsitiktinio dydžio skirstinys yra simetriškas: 
F(-x)=1- F(x) (xe R). 


Įrodykite, kad charakteristinė funkcija yra realioji funkcija. 


9. Atsitiktiniai dydžiai X,(k21) yra nepriklausomi ir turi vienodus 
skirstinius, o atsitiktinis dydis NV įgyja sveikąsias teigiamąsias reikšmes ir 
nepriklauso nuo visų X,„(k 21). Imama suma 

SN = X, + X; +..t Xy. 

a) Raskite tos sumos charakteristinę funkciją, kai žinoma dėmenų cha- 
rakteristinė funkcija ir dydžio N generuojančioji funkcija. 

b) Iš sumos charakteristinės funkcijos gaukite Valdo tapatybę MSy = 
= MX, MN. 

c) Laikydami, kad N skirstinys yra geometrinis, o X; — Koši skirstinys, 
raskite charakteristinę sumos funkciją. 


TIKIMYBINIŲ MODELIŲ PAVYZDŽIAI 


Šiame skyriuje išnagrinėsime keletą skirstinių, būdingų tikimybių teo- 
rijai. Vieni jų iš dalies jau buvo apibūdinti ankstesniuose pavyzdžiuose, 
kiti — nauji. Iš pradžių aptarsime diskrečiuosius modelius (9.1-9.3 skyre- 
lis), o toliau — tolydžiuosius (9.4—9.7 skyrelis). 


9.1. Binominis skirstinys 


Apibrėžimas. Atsitiktinio dydžio X skirstinį vadiname binominiu, jei 





P(X =k)=Cip*ą""*,4=1-p, k=0,n. 


Šis skirstinys priklauso nuo dviejų parametrų: neneigiamojo sveikojo 
skaičiaus n ir pe (0, 1). Trumpai rašysime: X — B(n, p). 


1. Tikimybės P(X =0),P(X =1),...,P(X = n) tikrai apibrėžia skirstinį, nes 
YP(X=4)= V Cip'ą"*=(g+pY" =1. 
k=0 k=0 


Binominio skirstinio grafinis vaizdas pateiktas 49 paveiksle. 


P(X= K) P(X = K) P(X = K) 
2 04 04 

03 03 

5 0,2 0,2 

2 0,1 0,1 

o 12345 5 012345 k 012345 4 
B(5, 0,5) B(5, 0,2) B(5, 0,8) 
49 pav. 


Kai X - B(5, 0,5), skirstinys simetriškas, kai X — B(5, 0,2), asimetrija yra 
teigiama, kai X — B(5, 0,8) - neigiama. 
2. Tikimybių pasiskirstymo funkcija 


F(x)=P(X <x)= KERS“ „kai x > 0. 


k<x 
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3. Vidurkis, dispersija ir asimetrija yra tokie: 
MX =mp, DX = npą, U; = npg(|— 2 p). 
A Vidurkį apskaičiuojame remdamiesi jo apibrėžimu: 
MX = V. KP(X =k ps 
> (X =k)= Ža "r T A p'ą 
n-|)! ks = S PET 
S a 
i k)! as (n-s-1)! 


=np(ą+ p" = np. 

Šis tiesioginis vidurkio formulės išvedimas yra pakankamai ilgas. Aukš- 
tesniųjų eilių momentų (pavyzdžiui, dispersijos) skaičiavimas dar sudėtinges- 
nis. Aptarsime kitus, netiesioginius, momentų skaičiavimo metodus. 

Vienas jų - generuojančiųjų (charakteristinių) funkcijų metodas, pagrįstas 
momentų išraiškų šių funkcijų išvestinėmis naudojimu (žr. 8 skyrių). 

Kitas metodas — atsitiktinio dydžio X — B(n, p) skaidymas paprastesnių 
komponenčių suma. Binominį atsitiktinį dydį X išreiškiame nepriklausomųjų ir 
vienodai pasiskirsčiusių atsitiktinių dydžių suma 

X=X +X;,+...+ X, 


kurioje dydžio A, skirstinys yra P(X; = 1) = p, P(X; = 0) = g su visais i=1,n 


(Bernulio skirstinys). Tikrai, nes sumos X ; Igyjamų reikšmių aibė sutampa 
i=1 


su dydžio X reikšmių aibe €2 y = (0,1,2,..., nį, o įvykis p X; = | reiškia, 
i=1 
kad iš visų dydžių A,, X;,..., X „ k dydžių įgijo reikšmę 1 ir 1 — k dydžių — 
reikšmę 0. Kadangi (X,, i =1,n) yra nepriklausomi, tai, prisiminę Bernulio 
formulę (žr. 2.6 skyrelį), gauname: 
Rusia N Ši =) Gigtg*. 
i=1 
Dabar vidurkis 
n n n 
MX = MY, X, = Y MX; = (I: p+0-4)= np. 
i=l į= į= 
Dispersija 


DX = DY X, = VDX, s TM, - p) =npą 
i=l į=l į=1 
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ir trečiosios eilės centrinis momentas 


HU = M(X - MX) = Y.M(X;- p) =npg(I-2p). A 
i=l 


4. Generuojančioji ir charakteristinė funkcija: 


g(5)=(g+ ps)", f(()=(4+ pe“ V". 
A Atsitiktinis dydis X — B(n, p) yra sveikaskaitis, todėl generuojančioji 
funkcija 


g(s)=Ms* = Ys*Chpta"* = VC (ps) a" = (4 + ps)". 
k=0 k=0 


n 
Ją galime apskaičiuoti remdamiesi dėstiniu X = 3 Xp: 
k=l 


g(s)=Ms? = [[g4(5)=[[G+p5)=(4+ ps)". 
k=I k=1 

Charakteristinė funkcija 

J()= Me“ = g(e')=(g+pe"Y". A 

Išveskite vidurkio ir dispersijos formules, remdamiesi generuojančiąja 
(arba charakteristine) funkcija. 

5. Sakykime, X, — B(nj, p) ir X> — Blnp, p). Jei X, ir X; yra 
nepriklausomieji dydžiai, tai X, + X; — B(n, + no), p). 

A Binominių atsitiktinių dydžių stabilumą sudėties atžvilgiu įrodysime 
charakteristinių funkcijų metodu. Kadangi 

fy ()=(a+ pe"Y"„fy,()=(7+ pe" Y"* 
ir dydžiai X, bei A, yra nepriklausomi, tai 

fax, (0= fy,(O/x, (0) =(4+ pe" V 

Gauta funkcija yra binominio skirstinio, kurio parametrai p ir nį + Mo, 


charakteristinė funkcija. A 
Teiginį galima įrodyti ir tiesioginiu — sąsūkų — metodu, rašant 


k 
P(X, +X; =k)= V. P(X, =)P(X; =k-i). 
i=0 
Pabandykite. 
Pastaba. Jei nepriklausomieji dydžiai X, — B(nį, pi), X> — B(no, p>) ir 
Pi * p. tai sumos X, + X, skirstinys nėra binominis. Kodėl? 
6. Atsitiktinio dydžio X — B(n, p) įgyjamą reikšmę k, su kuria tikimybė 
P(X = K) yra didžiausia, vadiname moda, arba tikėtiniausiu dažniu. Skai- 
čiuodami tikimybės P(X = 0), P(X = I), ..., P(X = n), praktiškai rasime tokią k 
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reikšmę, su kuria tikimybė P(X = k) bus didžiausia. Tačiau toks kelias nera- 
cionalus. Ypač tai akivaizdu, kai parametras n didelis. Fiksuokime parametrus 
nbeip ir apibūdinkime paprastą modos skaičiavimo algoritmą. 

Kai np — 4 — sveikasis skaičius, modos yra dvi M,=np-4 ir 
M,+1=np-4+1. 

Kai np - g nėra sveikasis skaičius, moda M, =[np-4+1]; čia [x] — 
skaičiaus x sveikoji dalis. 

A Tarkime, kad M, yra ta reikšmė, su kuria 

P(X=M,-1)<P(X = M,)2P(X =M,+1). 

Tuomet 
P(X=M,) (n-M,+Dp a, PX-=M) „M+ į 

P(X=M,-) Mg P(X=M,+1) (n-M,)p 

Iš šių nelygybių išplaukia: 

np-4<M,Znp-4+1. 

Atkarpos [np - g, np - g + |] ilgis lygus vienetui Todėl jei abu atkarpos 
galai — sveikieji skaičiai, tai modos yra dvi: M,=nmp-4 ir M,+1= 
=np-g4+1=p(n+1). Jei atkarpos galai — ne sveikieji skaičiai, moda yra 
viena ir lygi [np-g + 1]. A 


Pažymėkime, jog atsitiktinio dydžio X — BĮ 2n, : MX =M,=nir 


skirstinys yra simetriškas vidurkio (ir modos) atžvilgiu: P(X = MX - k) = 
= P(X = MX + k) suvisais k =0,n. Pagrįskite. 

7. Pateiksime keletą taikymo praktikoje pavyzdžių. Prisiminę Bernulio 
formulę P,(k)= O pg“, galime teigti, jog binominis skirstinys taikytinas 
Bernulio eksperimentų schemoje, aprašant įvykio 4 pasirodymų skaičių 
(dažnį), atlikus 7 nepriklausomų eksperimentų. Tada parametras p = P(4), o 
parametras 1 — eksperimentų skaičius. Bernulio schema dažnai realizuojama 
patikimumo teorijoje, statistinėje kokybės kontrolėje, atsitiktinės atrankos 
tyrime ir kituose taikomojo pobūdžio uždaviniuose. 


1 pavyzdys. Prietaisas sudarytas iš aštuonių nepriklausomai funkcio- 
nuojančių elementų, kurių kiekvieno tikimybė sugesti per laiko tarpą T lygi 
0,2. Prietaisas veikia, jeigu sugedę ne daugiau kaip du jo elementai. Raskime 
tikėtiniausią sugedusių elementų skaičių, vidurkį ir tikimybę, kad prietaisas 
veiks laiko tarpą T. 

A Per laiko tarpą T sugedusių elementų skaičius X — B(8, 0,2), taigi 


P(X =k)=C£0,2*0,8**, k=0,8. 
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Moda M, =[np-4+1]=[1L8]=1. 
Vidutinis sugedusių elementų skaičius MX = np = 1,6. 
Tikimybė, kad prietaisas veiks laiko tarpą T, lygi 


P(X <2)=P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)= 
= CP -0,27-0,88 +C1-0,2'-0,87 +C2 -0,22-0,8* =0,8. A 


2 pavyzdys. Kiekvieno iš keturių matavimų teigiamosios paklaidos tiki- 
mybė lygi 3 neigiamosios — > Raskime tikėtiniausius teigiamųjų ir 
neigiamųjų paklaidų skaičius bei jų tikimybes. 

A Sakykime, X - teigiamųjų paklaidų skaičius. Tada X — s|4 3) mo- 


da M, =Unp+4-1)=|4-3-1+1)=3 „ 0 didžiausioji tikimybė P(X =3) = 


+ 121 V ša 
LEO — 
3] (3) 81 


Neigiamųjų paklaidų skaičius Y — 45) Tada M, = |+-1-24 | =] 


k) 
- 1 (2 32 
1f Rr=)= 5 [š) “8 


3 pavyzdys. Firma gamina detales didelėmis grupėmis. Vidutiniškai 1096 
visų pagamintų detalių yra nestandartinės. Tikrinant detalių kokybę, iš kiek- 
vienos grupės atsitiktinai paimama po 20 detalių. Jei imtyje yra ne daugiau 
kaip 3 nestandartinės detalės, visa grupė priimama. Koks yra tikėtiniausias ir 
vidutinis nestandartinių detalių skaičius imtyje? Kokia tikimybė, kad visa de- 
talių grupė bus priimta? Kiek detalių reikėtų atrinkti kontrolei, kad su tiki- 
mybe, ne mažesne kaip 0,99, imtyje rastume bent vieną nestandartinę detalę? 

A Sakykime, X - nestandartinių detalių skaičius imtyje. Tada 


P(X =k)=Cf£,-0,1* -0,920-*. k=0,20. 
Moda M, =[np-4+1]=[3,9]=3. Vidurkis MX = np = 2. 
Tikimybė, kad visa detalių grupė bus priimta, lygi 


3 
P(X <3)= V Cž3-0,1* -0,979- =0,87. 
k=0 
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Tarkime, jog kontrolei reikia atrinkti N detalių. Tada 


N 
P(X21)= V. CA -01*-0,9"-* 20,99, 
k=l 
arba 


1-P(X =0)20,99, 1-0,9“ >0,99 ir N > = 43,7. 





Vadinasi, pakanka atrinkti 44 detales. A 


4 pavyzdys. Sakykime, berniuko gimimo tikimybė lygi Ž. Kokia 


tikimybė, kad iš 27 atsitiktinai atrinktų naujagimių yra: 
a) bent vienas berniukas; 
b) po lygiai berniukų ir mergaičių; 
c) berniukų mažiau negu mergaičių? 


A Berniukų skaičius X — san) t y. 


2n 
P(X =k)=C£, |5) „k=0,2n. 


2n 1 2n 1 2n 
Pas 2 [2] =P =0=1- [2] > 
k=l 


2n 2n 
PA =) [5] . 


Kadangi X skirstinys yra simetriškas vidurkio (ir modos) MX = n 
atžvilgiu, tai 


2n 
LC) 
P(X >m)=P(X<m)=—— LL. A 


Kai n ir k dideli, skaičiuoti binominį skirstinį nelengva. Tada gali padėti 
Stirlingo formulė 





n=n"e" J 2nn 
arba rekurenčioji formulė (patogi skaičiuojant kompiuteriu) 


PAST PP), k=0,n-l. 





Pagrįskite pastarąją. 
Vis dėlto praktikoje patogiausia naudoti binominio skirstinio aproksima- 
cijas Puasono arba normaliuoju skirstiniu. Apie tai detaliai kalbėsime vėliau. 
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9.2. Puasono skirstinys 


Apibrėžimas. Atsitiktinio dydžio X skirstinį vadiname Puasono skirsti- 
niu, jei 





Šis skirstinys priklauso nuo vieno parametro A > 0. Trumpai rašysime: 


X-P (JM). 
1. Tikimybės P(X =0), P(X =I), P(X =2), ... apibrėžia skirstinį, nes 
= o Ak 
VPU=h=6* 
k! 
k=0 k=0* 
Puasono skirstinys grafiškai pavaizduotas 50 paveiksle. 


ee al 





P(X = K) P(X= K) 
0,6 ; 
0,3 0,3 
a SEL, 
01 234567 k 0 1234567 k 
2P(0,5) P(2) 
į 50 pav. 


2. Pasiskirstymo funkcija 


F(x)=P(X <x)=e"" La kai x > 0. 
kak 
3. Vidurkis, dispersija ir asimetrija yra tokie: 
MX =A, DX =14, u5 =). 
A Šias skaitines charakteristikas galime apskaičiuoti tiesioginiu būdu 
arba panaudodami generuojančiąją (charakteristinę) funkciją. 
Iš pradžių skaičiuojame tiesiogiai, remdamiesi apibrėžimu: 
o k As 
MX = V. KP(X =k)=e* „X p Lo , 
r (=) perd 


AS DA AT (k LAA 
o 2 My 24 220 2 
DX =MX*-M'X=e k 2 A“ =e 5 KT -A 
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— 3k-2 co 3! 
=e*| 12 - "3 -4= 
ok A(R-li 


Panašiai apskaičiuojamas ir 14 = M(X —3)? = MX? -3MX? +29V. 
Pabandykite. 


Atkreipiame dėmesį į tai, kad asimetrijos koeficientas A, = K — 0, kai 


M—>-. A 
4. Generuojančioji ir charakteristinė funkcija: 


£(s) = "3 f(0) s „Ne 


Žž X. — = (SM) A As O A(s-1) 
A g(s)=Ms" =e Žr“ e“ =e š 


f(0)= Mei = g(e")= e -D, A 
Skaitinės charakteristikos lengvai apskaičiuojamos remiantis charakte- 
ristine funkcija: 


.2 


Mx=ZO0-1, mx2- L 01432, 
1 1 


DX =MX?-MŽX=A, MX? 011332 4+28, 
1 


u, = MX3 -3AMX  +233 =A. 

Puasono skirstinio pusinvariančiai y„=A su visais k = 1, 2, ... Pa- 
grįskite. 

5. Jei nepriklausomieji dydžiai X, — P (J4), X; = P (A>),tai X, + X, — 
P (J, Apė M ). 

A Tikrai, nes nepriklausomųjų dydžių sumos skirstinys yra dėmenų 
sąsūka: 

P(X, + X; =k)= V P(X, =m)P(X; =k-m)= 


m. -h -m —i 
sa „A a“ ke < g70i+) 2 S k! Amak-m o 
m (k-m) ki Sim(k- m) 7 


m=0 





—(A,+45) 
-— +). A 
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Šis sudėties stabilumo teiginys nesunkiai įrodomas charakteristinių (ge- 
neruojančiųjų) funkcijų metodu. Įsitikinkite. 

6. Aptarsime šio skirstinio taikymą. Puasono skirstinys yra daugelio reiš- 
kinių matematinis modelis. Apibūdinsime sąlygas, kuriomis atsitiktinis dydis 
yra pasiskirstęs pagal šį dėsnį. 

Retųjų įvykių dėsnis. Bernulio eksperimentų schemoje nagrinėjome vie- 
ną seriją, sudarytą iš 7 eksperimentų. Dabar tirsime eksperimentų, kurių metu 
gali įvykti įvykis A, serijų seką. Kiekviena serija sudaryta iš nepriklausomų 
eksperimentų su kintančiomis iš serijos į seriją įvykio 4 pasirodymo tikimy- 
bėmis. Tarkime, turime »-tąją seriją su P(4) = p,. Tada šioje serijoje (atlikta n 
eksperimentų) įvykio A pasirodymo dažnis X, B(n, p,„). 

Aproksimuosime AX, binominį skirstinį Puasono skirstiniu. 

1 teorema (Puasono teorema). Jei np, =, tai su kiekvienu k 





įg 
Cipžgr*> 2 


> 


kai n=> e. 
A Kadangi n-tojoje serijoje X, — B(n, p„) , tai 


k n-k 
P(X,=k)=Ciptgr* = n(n-I(n-2).. a) “ 


n 


A AU Lei lai (n- k+0) 


ž Un i 
n 
Kai 7 neaprėžtai didėja, 


n(n-1(n-2)...(n-k+1) 2 „2 „„£-l e 
nč i n n| n į 
n k 
|| L || 1. 
n n 


Iš čia gauname teoremos teiginį. A 
Iš šios teoremos, vadinamos Puasono teorema, išplaukia, kad binominį 
skirstinį galime aproksimuoti Puasono skirstiniu: 





Cipigrk = k=0,n, A= np, 


kai eksperimentų skaičius 7 didelis, o įvykio A tikimybė P(4) = p maža. Šia 
prasme Puasono skirstinys vadinamas retųjų įvykių (p maža) dėsniu. 
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1 pavyzdys. Nestandartinio gaminio tikimybė lygi 0,01. Kokia tikimybė, 
kad iš 200 gaminių 4 bus nestandartiniai; kad nestandartinių bus ne daugiau 
kaip 47 

A Nestandartinių gaminių skaičių pažymėkime X. Tikslų rezultatą (10“ 
tikslumu), remiantis binominiu dėsniu 


P(X =4)= Cž33-0,01 -0,99"9 = 0,0901, 


gauti nelengva, tuo tarpu remdamiesi Puasono aproksimacija, jį gauname gana 
nesunkiai: 
267 
4| 





P(X=4)= = 0,0902. 


Retųjų įvykių dėsnio pranašumas dar labiau išryškėja apskaičiuojant 
tikimybę P(X <4). 
Pagal binominį dėsnį, 


4 4 
P(X <4)= VY P(X =k)= Y Chsp 0,01“ -0,99*90-* = 0,9482, 
k=0 k=0 
o pagal Puasono dėsnį, 


4 4 k p2 

P(X<4)= YP(X=4)= V Ž 

k=0 k=0 

Tikslius rezultatus (binominis dėsnis) galime palyginti su apytiksliais 
(Puasono dėsnis). Jei žinotume tik vidutinį nestandartinių gaminių skaičių 
A= 2, tai tikimybių, remdamiesi binominiu skirstiniu, apskaičiuoti negalėtu- 
me. Tuo tarpu Puasono skirstinio privalumas akivaizdus — šis skirstinys 
priklauso tik nuo vieno parametro A = MX. A 

Be retųjų įvykių dėsnio koncepcijos, praktikoje dažnos ir kitos situacijos, 
kurios pakankamai gerai modeliuojamos Puasono skirstiniu. Tai ypač ryšku 
aprašant įvykių srautus. 

Paprasčiausias srautas. Sakykime, tam tikri įvykiai įvyksta atsitiktiniais 
laiko momentais. Tokių įvykių seką vadiname įvykių srautu. Srauto pavyz- 
džiai gali būti abonentų skambučiai, techninės sistemos elementų sutrikimai, 
radioaktyviosios medžiagos dalelių spinduliavimas, indėlių pateikimas bankui 
ir t. t. 

Sprendžiant daugelį praktinių uždavinių, laikoma, kad įvykių srautas 
tenkina tokias sąlygas: 

1) jei A, ir A; — bet kurie nesusikertantys laiko intervalai, tai įvykių pa- 





= 0,9473. 


sirodymo dažniai šiuose intervaluose yra nepriklausomieji atsitiktiniai dydžiai; 

2) bet kurio įvykių skaičiaus patekimo į intervalą tikimybė priklauso tik 
nuo intervalo ilgio (nepriklauso nuo intervalo atskaitos taško), kitaip tariant, 
srauto įvykiai išsidėstę „,„homogeniškai“ vienodu vidutiniu tankiu; 
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3) tikimybė P,(A/), kad k įvykių įvyks nykstamojo ilgio A/ intervale 
[/, /+ A/], tenkina sąlygas 

P4(A/)=1-AA/ +0(At/), 

P, (A/) =AA/ +0(Ar), 
kai At > 0. Kitaip tariant, dviejų ir daugiau įvykių pasirodymo laikotarpiu 
[/, /+A/] tikimybė P.,(A/)=o(A/) yra aukštesnės eilės nykstamasis dydis, 
lyginant su vieno įvykio pasirodymo tikimybe. Praktiškai tai reiškia, kad 
įvykiai pasirodo po vieną. 

Srautą, tenkinantį 1-3 sąlygą, vadiname paprasčiausiu srautu. 

2 teorema. Jei srautas yra paprasčiausias, tai tikimybė, kad laikotarpiu 
[0, /] įvyks k srauto įvykių, 

k -M 

P, (1) = A k=0,1,2,... (Puasono skirstinys); 
čia M - vidutinis srauto įvykių skaičius laikotarpiu [0, f), 

A —- vidutinis srauto intensyvumas. 

A Išpilnosios tikimybės formulės ir 1 sąlygos išplaukia: 


k 
P, ((+A1)= V. P,()P,- (Ar), k=0,1,2,... 


j=0 
5 kK-j 

| J ivykių | įvykių | 

0 t t+A1 


Kai k = 0, gauname: 
P4(/+A/) = Pa(1)P5(Ar) = Pg(/)(1—AA/ +0(A:)), 
arba 
P4(/+ A/)- P,(/) = AP, (+ o(At) 
At At 


P4 (1) =—AP,(!). 


Kai k > I, išskyrę paskutiniuosius du narius, gauname: 
k-2 

P, (/+ A:) = P, (/)P,(A/) + P, |(1)P, (Ar) + 3 P;()P,-;(Ar)= 
j=0 

= P, (/)(1- AA: +0(A7)) + P, „()(AAr +0(Ar)) +0(AF), 


k-2 k-2 
nes V PA(O)PL (A) < V Pp (Ar) =o(Ar). 
j=0 j=0 
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Dabar 
o(At) 


P,(/+Ar)-P 
AEA PO api (DAP) Ar 


ir, apskaičiuodami ribą, kai A/ —> 0 , gauname diferencialinių lygčių sistemą 
P; (+) = AP; (1) — MP, (1), kai k=1,2,... 
Kadangi P„(0)=1 ir P,(0)= 0 su visais k ? I, tai iš pirmosios diferen- 
cialinės lygties 
P,()=eV. 
Kai k > I, pritaikę keitinį P, (/) = e NU „(/), gauname sistemą 
Už) = ML (0). 
Ją išsprendę rekurentiškai, turime: 





(A) 
SN 
Pagaliau 
k -M 
P,(1)= “ -— “ k=0,1,2.. A 


Iš šios E išplaukia, jog paprasčiausią srautą natūralu vadinti 
Puasono srautu. 

2 pavyzdys. Elektroninės lempos katodo emituojamų elektronų intensy- 
vumas lygus A. Parašykime laikotarpiu [0, /] emituotų elektronų skaičiaus ir 
laiko tarpo tarp dviejų gretimų emisijos momentų skirstinius, apskaičiuokime 
šio laiko tarpo vidurkį. 

A Praktika rodo, kad elektronų srautą galima laikyti paprasčiausiu srautu. 

Laikotarpiu [0, /] emituotų elektronų skaičių pažymėkime X. Tada jo 
skirstinys 


P(X =k)=P,(1)= 


yv; 
Ge „RL, 
k! 


Kadangi emisijos momentai yra atsitiktiniai, tai laiko tarpas T tarp dviejų 
gretimų momentų yra taip pat atsitiktinis. Jo pasiskirstymo funkcija 
Fr(1)=P(T<1:)=1-P(T 27). Įvykis (T 21) rodo, kad iš katodo per laiko 
tarpą / „neišlėks“ nė vieno elektrono, taigi P(T >27)= P4(/) = "252 
Laiko tarpo 7 pasiskirstymo funkcija 


Fr(t)=1-e M (120) 


yra eksponentinė. Vidutinis laiko tarpas MT = Įvoa=į yra atvirkščiai 


sa 


proporcingas srauto intensyvumui. A 
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3 pavyzdys. Paraiškų, pateiktų aptarnavimo sistemai, skaičius yra pasi- 
skirstęs pagal Puasono dėsnį su parametru A = 1,5. Kokia tikimybė, kad per 2 
sekundes bus pateikta: 

a) ne daugiau kaip 2 paraiškos; 

b) paraiškų, kurių skaičius priklauso atkarpai [2, 4]? 

A Vidutinis paraiškų skaičius A/ = 3. Tarkime, kad X - per 2 sekundes 
pateiktų paraiškų skaičius. Tuomet 

P(X<2)=P,(2)+P,(2)+P,(2)=e7* +307+ že = 0.42 


P(2< X <4)=P;(2)+P;(2)+P,(2)=0,62. A 

Srautą galime apibrėžti ne tik laiko ašyje, bet ir aukštesniojo matavimo 
erdvėje (plokštumoje, trimatėje erdvėje ir t. t.). Tokiais atvejais kalbama jau ne 
apie įvykių srautą, bet apie įvykių lauką. Laukas, kuris tenkina paprasčiausiam 
srautui analogiškas sąlygas, vadinamas paprasčiausiu lauku. Tada tikimybė, 
kad srityje D bus k lauko įvykių (k taškų), lygi 


(A|Dp*e:MP 
k! 


P(D)= „k=0,1,2,..; 


čia |D| — srities D matas, AD| — vidutinis įvykių skaičius srityje D, A- 


vidutinis intensyvumas (vidutinis tankis). 

Šia apibendrinta formule galime apibūdinti kosminių dalelių, patenkančių 
į sritį D, bandelėje esančių razinų skaičiaus ir pan. skirstinius. 

Puasono dėsnis taikomas statistiškai tiriant produkcijos kokybę, patiki- 
mumo teorijoje, eilių teorijoje ir daug kur kitur. 


9.3. Kiti diskretieji skirstiniai 


Trumpai apibūdinsime kitus praktikoje dažniau pasitaikančius diskre- 
čiuosius dydžius. 

Išsigimęs skirstinys. Diskrečiojo dydžio X, įgyjančio vienintelę reikšmę 
C, skirstinį vadiname išsigimusiu. Jo pasiskirstymo funkcija 
0,kaix<C, 


Figis 
a 4 kai x > C. 


Aišku, kad MX= C, DX=O ir charakteristinė funkcija /(1)= Me'“* =e'“ . 


Geometrinis skirstinys. Atsitiktinio dydžio X skirstinį vadiname geo- 
metriniu, jei 


P(X =H)= pg); 


čiak=1,2,... 
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Parametras 0 < p < I, og = 1 - p. Šį skirstinį trumpai žymėsime taip: 
X - G(p). Geometrinis jo vaizdas pateiktas 51 paveiksle. 
Pasiskirstymo funkcija 
F(x)=pY 4", x2l. 
k<x P(X= 4) 
Vidurkis ir dispersija yra tokie: 


Mx=l, Dx = Ž. 
D 


Šios formulės lengvai įrodo- 0123 k 
mos remiantis charakteristine funk- 51 pav. 
cija 
i i — i = e! 
f()= Mei = per Y (ge*Y* l + 


k=I 
Su visais sveikaisiais m 2 1 tikimybė 
P(X <m)=1-4". 

Tikrai, nes 


P(X <m)=1-P(X>m)=1- Npa“!=1-pŽ—=1-4". 
1-4 

Geometrinis skirstinys apibūdina skaičių X Bernulio eksperimentų, atliktų 
iki tol, kol pirmąjį kartą pasirodo įvykis 4. Tada parametras p = P(4), taigi jis 
lygus įvykio A tikimybei kiekviename eksperimente. 

Šį skirstinį galima apibendrinti. Tęskime Bernulio eksperimentus tol, kol 
A įvyks n kartų. Tada eksperimentų skaičiaus Y įgyjamų reikšmių aibė bus 
O, =(n;n+l;n+2;...), be to, įvykis (Y = m) įvyks tik tada, kai, atliekant 
pirmuosius 7 — 1 eksperimentų, 7 — 1 kartą įvyks įvykis A ir m-tajame eks- 
perimente taip pat įvyks 4. Dabar, panaudoję binominį skirstinį, gauname: 


k=m+1 


P(Y=m)= CC pg" „m=n,n+l,... 

Kai n = I, skirstinys yra geometrinis. 

Hipergeometrinis skirstinys. Atsitiktinio dydžio X skirstinį vadiname 
hipergeometriniu, jei 





m=0,l,..., min(n, M). 





Šis skirstinys priklauso nuo trijų parametrų: N, M ir n. Jį trumpai 
žymėsime taip: X - H(N, M, n). 
Vidurkis ir dispersija šiuo atveju yra tokie: 


N-n 
MX =np, DX =npg4—; 
D PS 1 
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čia p= — ą=1- p. Įrodykite. 


Hipergeometrinis skirstinys yra geras negrąžinamųjų atrankų modelis. 
Sakykime, N gaminių rinkinyje yra M kokybiškų ir V — M nekokybiškų ga- 
minių. Imtį sudarome taip: iš rinkinio atsitiktinai imame gaminius, negrą- 
žindami jų, ir tikriname. Tarę, kad iš » atrinktų gaminių X yra kokybiški, 
gauname: X- H(N, M, n). 

Neįrodinėdami pažymėsime, kad hipergeometrinį skirstinį galima aprok- 
simuoti binominiu. Kai N didelis, o kokybiško gaminio tikimybė mažai skiriasi 


nuo p= TŽ hipergeometrinį skirstinį galime pakeisti binominiu: 





Cis CN 
P(X = m)= MCN-M M < Cr pg" m =0,n. 
Cy 

Vadinasi, kai rinkinys didelis, o imtis maža, grąžinamosios (binominis 
dėsnis) ir negrąžinamosios atrankos rezultatai yra beveik vienodi. 

Toliau pateiksime tolydžiuosius modelius. 


9.4. Normalusis skirstinys 


Apibrėžimas. Atsitiktinio dydžio X skirstinį vadiname normaliuoju 
(Gauso) skirstiniu, jei tankis 


p) =, mo) = 
o 








su visais xe R, . Parametrai me R, ce R,. Šį skirstinį trumpai žymėsime 
taip: X — N(m, o). 


1. Funkcija Ę tikrai apibrėžia skirstinį, nes, pritaikę keitinį 2 - y ir 





2 


Puasono integralą je la = /2T, gauname: 


-o0o 


o = 2 
Jotsmojis= Ele " = paje? S ie 


2. Pasiskirstymo funkcija 





ym)? 


1 + 3 
F(x)=O(x,m,0) = e 29 dy. 
/ G/2T J 4 


-—o 
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Funkcijos F(x) reikšmės, išskyrus reikšmes F(+09)=1,F(-e)=0 ir 
F(m)= - „ apskaičiuojamos tik apytiksliai. 
Tankio ir pasiskirstymo funkcijos grafikai pateikti 52 paveiksle. 


P(x, m, o ) e, "5 8 ) 





0 "m X 
52 pav. 


3. Vidurkis, dispersija, asimetrija ir ekscesas yra tokie: 
MX =m, DX =o7, 4, =0, E, =0. 


y2 











= (x= m)? so 
A MX = |iehae 20“ dr ps |top me dy 
E. 
= AE RD Žan * 2 dy |= m. 
(x=m)? 
26“ dy. 


1 7 2 
DX =M(X -m)" =—— |[|(x-m)*e 
= 
Vėl pavartoję keitinį žy ir integruodami dalimis, gauname: 
o 


DX = 6. 


-m)? 


20* dy =0. 





=M(X- T G —m) 
U4 = M(X —m) Bs m)že 


Vadinasi, asimetrijos koeficientas A, = Ba 0. 
03 


(x=m)? 


„P 
267 de = ops [ye 2 dy. 





1 = - 
4 =M(X-m) As 


Integruodami dalimis, gauname: 4 = 30“; taigi ekscesas E, = M 3=0.A 
0; 
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Normaliojo skirstinio parametrų tikimybinė prasmė: 2 yra vidurkis, 6 — 
vidutinis kvadratinis nuokrypis, arba standartas (e — dispersija). Iš apibrėži- 
mo išplaukia, kad normalųjį atsitiktinį dydį visiškai apibūdina jo vidurkis ir 
dispersija. 

4. Standartinis normalusis skirstinys — tai atskiras bendrojo normaliojo 
skirstinio atvejis, kai 2 = O ir 6 = 1. Tankis ir pasiskirstymo funkcija šiuo 
atveju yra tokie: 


5 


X y? 


šiaie dia G Bi= i ki 6(x)= A(x,0,1)= = [6 a xe R 


Yra sudarytos šių funkcijų reikšmių lentelės (žr. 1 lentelę). Skaičiavi- 
muose kartais naudojama Laplaso funkcija 


V(x) -——])e 2 dy. 
Atkreipiame dėmesį į tai, kad 
0(-x)= V(x), P(-x)=1-A(x), Y(-x)= -Y(x), O(x)= Y(x) + Ž. 


Pagrįskite. 
Šių trijų funkcijų grafikai pateikti 53 paveiksle. 


O(x) D(x) 
1 








Jei atsitiktinis dydis X — N(m, 0) „tai Y = m N(0,1). Be to, 
6 


eismo) = dlE2, (x, m, I) 
[6] [6] o 


Įsitikinkite. 
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5. Kai X — N(m,o) , nuokrypio nuo vidurkio tikimybė 
P(|X - m| < :0)= 2Y (1) 


su visais / 2 0. 
A Iš pradžių apskaičiuojame tikimybę, kad X e [a, b]: 





P(a < X <6)= 6(b,m,o)- O(a, m, 0) = 1 "| Ž) 


Remdamiesi sąryšiu V) =Y)+L, šią tikimybę išreiškiame ir Laplaso 


funkcija: 


Pas x sha y|PS Ca) 





o 
Dabar 
P(|X -m| < 16)=P(m-16S X Sm+10)= Y(1)- Y(-1) =2Y(1). A 
Atskirais atvejais gauname vienos, dviejų ir trijų sigmų taisykles: 
0,68, kai /=1, 
P(|X - m| < 16)=2W(/) = 0,95, kai =2, 
0,997, kai /=3. 

Tikimybė, kad normalusis atsitiktinis dydis nukryps nuo vidurkio ne dau- 
giau kaip 6, 26 arba 30, atitinkamai lygi 0,68, 0,95, 0,997 (apytikslės reikšmės 
paimtos iš lentelių). Tai rodo, kad 
normalusis dydis vidurkio aplinkoje 
yra labai koncentruotas (žr. 54 pav.). 

Inžinerinėje praktikoje dažnai 
taikoma dviejų sigmų taisyklė (kar- 
tais — trijų sigmų taisyklė): praktiš- 
kai esame tikri, jog normalusis at- 





0 
genki ž m-360 m-26 m-6 m m+om+260m+36 X 
sitiktinis dydis —0,68—- 
L KA | 
Xe[m-20, m+20]. 0,997 


6. Charakteristinė funkcija ir 
pusinvariančiai apskaičiuojami taip: 


2 


2 
= 


fx)=e 3, 
v(X)= m, (X)=“, 1 (X)=0, k>2. 
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A Standartinio normaliojo atsitiktinio dydžio Y charakteristinė funkcija 


2 1 7 
fy(()= Mei" =— |e 2dx. 
Ė "2 
Kadangi vidurkis egzistuoja (MY = 0), tai charakteristinė funkcija yra 
diferencijuojama (žr. 8.2 skyrelį) ir 


“ m „Žž 
KO 7 [ie LAT [eta Ža 
nr n 


--o 


= Balso 2dk=-Hy(t). 
Tada 
din fy(t)=-/dt 
ir 
2 
fy(t)=e 2, 
nes Jy(0)=1. 
Atsitiktinis dydis X = GY + m, todėl 


2 
R o 2 
itX imt „MM-i 
Jyt)=Me" =" Jy(or)=e 
Pusinvariančius generuojanti funkcija 


2 
Sy()= In fy()=im- SP. 


Tuomet pusinvariančiai y (X)= m, y5(X)= o? ir Y.(X)=0, k23. A 
7. Normalieji atsitiktiniai dydžiai yra stabilūs sudėties atžvilgiu: jei dydžiai 
X, = N(m, o;) ir X, = N(m;, 65) yra nepriklausomieji, tai X, + X; — 


A Šis teiginys tiesiogiai išplaukia iš tankių sąsūkos formulės. Jį lengviau 
įrodysime charakteristinių funkcijų metodu. Normaliųjų atsitiktinių dydžių X, 


ir A; charakteristinės funkcijos tokios: 


2 
2 
6 
imjt-—Lt2 


fx ()=Me ze 2, f ()= Mei: = 
X, A; 
Kai X, ir AX, nepriklausomi, charakteristinė sumos funkcija 


2 2 
o; +05 
i(m, + m) JP 


9; 
my 


Jx xx, (= Jx, (0 x, ()=e 
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yra normaliojo dydžio, kurio vidurkis m, + m; ir dispersija 67 +03, charak- 
teristinė funkcija. A 

8. Normalusis dėsnis labai dažnai taikomas praktikoje. Nustatyta, kad jis 
gerai apibūdina daugelį reiškinių: antropologinius duomenis (ūgį, masę ir t. t.), 
dujų ir skysčių molekulių judėjimą, vidutinę oro temperatūrą, atsitiktinių 
triukšmų lygį, matavimo paklaidas ir t. t. Teoriškai šio dėsnio populiarumą 
lemia centrinė ribinė teorema: normalusis skirstinys apibūdina tokį atsitiktinį 
dydį, kuris yra didelio skaičiaus nepriklausomųjų atsitiktinių dydžių, tarp kurių 
nėra „dominuojančių“, suma. Plačiau apie tai kalbėsime 10 skyriuje, o dabar 
šio dėsnio taikymą iliustruosime pavyzdžiais. 


1 pavyzdys. Atsitiktinis dydis X — N(6, 2). Užrašykime jo tankį, vidur- 
kį, dispersiją, 26 taisyklę bei charakteristinę funkciją. Apskaičiuokime tiki- 
mybes P(0< X <5), P(| X| 2 2) ir P(X <3). 

(4-6)? 
e B „xe R. 








A Tankis Ę(x,6,2) = 


2421 
Vidurkis MX = 6, dispersija DX = 4, charakteristinė funkcija /(/)= 
= gei-2 
Kadangi 20 = 4, tai P(|X -6|<4) = 0,95 ir praktiškai esame tikri (tiki- 


mybė lygi 0,95), kad X e [2,10]. 
Apskaičiuojame tikimybes: 


P(0< X <5)= (29) 2) w(3)- V(0,5)=0,3071, 
P(|X|>2)=1-P(X|<2)=1 (53) 1 )- 0,9772, 


P(X <3)=P(-< X <3) (Žr 


= 0,5 — 0,4332 = 0,0668. 
Interpretuokite šias tikimybes geometriškai. A 


2 pavyzdys. Juostos apkrovos X skirstinys yra normalusis, o jo tankis 


pl > ae, 
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Apkrova, kuri nutraukia juostą, lygi 5,08 kg. Apskaičiuokime tikimybę, 
kad juosta nutrūks. Užrašykime juostos apkrovos 26 taisyklę. 
A Juostos apkrova X = N(5, 0,05). Tikimybė, kad juosta nutrūks, 


5,08-5 


P(X 25,08) =1-P(X <5,08)=1— sl |- 1—0,9452 = 0,0548. 


Taigi juostos nutrūkimas yra mažai tikėtinas. 


Su tikimybe 0,95 galime teigti, kad juostos apkrova 
Xe[5-2-0,05, 5+2-0,05], X e [4,9,5,1]. A 


3 pavyzdys. Atsitiktinis dydis X pasiskirstęs pagal normalųjį dėsnį su 
vidurkiu, lygiu nuliui. Tikimybė, kad šis dydis pateks į intervalą (-a, a), lygi 
0,5. Raskime dydžio X vidutinį kvadratinį nuokrypį (standartą). 

A Tikimybė 


P(-a< X<a)= 25) 0,5. 
o 
Tada iš lentelių randame: 


Z=w'(0,25)=0,675, arba 6 = 148 a. 
[0] 


Šio dydžio tankis 
2 
x 





] = 32 
O(x,0,60)=———e2 744. A 
1,48a427 


9.5. Dvimatis normalusis skirstinys 


Apibrėžimas. Atsitiktinio vektoriaus (X, Y) skirstinį vadiname norma- 
liuoju, jeigu tankis 





' 1 


P(Ly)-——— 
2TO,95 „1 -p? 


X 


6 0192 63 


<ew)- 1 2 gy Nomo), (= m) | 


2(1-p*) 





su visais (x; y) e R; čia parametrai 
cov(X, Y) 
6105 | 


m =MX, m, =MY, 6; =DX, 63 =DY, p= 


Šį skirstinį trumpai žymėsime taip: (X, Y) N(m,m;,0,, 95, p). 
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Geometrinis tankio paviršiaus vaizdas pateiktas 55 paveiksle. 











55 pav. 
Apskaičiuodami vektoriaus (X, Y ) komponenčių tankį, gauname: 
86 (x=mį )- 
1 202 
(x)= | p(x, y)dy = e ' „xeR, 
ži ] G,V2n 








Px(»)= [po »k=— Le I, yeR 
a G; 2n 

Žinome teiginį: jei dydžiai yra nepriklausomi, tai jie yra ir nekoreliuoti. 
Kai skirstinys normalusis, teisingas ir atvirkščias teiginys. 

Teiginys. Jei normaliojo vektoriaus (X, Y) koordinatės yra nekoreliuo- 
tos, tai jos yra ir nepriklausomos. 

A Tikrai, nes iš sąlygos p = O išplaukia, jog dvimatis tankis 


i | ezm) w- m) 
Poza | 02 | 63 |- 
A "G-mY| 1 w= my | 
e Kr ae 292 | Pi(x)P2(V) 


su visais x iry. A 

Vadinasi, kai skirstinys normalusis, nekoreliuotumo ir nepriklausomumo 
sąvokos yra ekvivalenčios. 

Jei p *0,tai X ir Y yra priklausomieji dydžiai. Tada sąlyginis tankis 


Plx,Y) l 


(l4)= E ii 
i PG) ss za —p?) 


1 [pz mp plz m)? 
op) IP 0 | 








x 


2 
S 65 na -ee-m) 
6; 2A(1— p?) 2(1-p')0;5 o; 


yra taip pat normalusis su vidurkiu (sąlyginiu) 

MY |X=)= m +pS (xm) 

0, 

ir dispersija 

D(Y|X =x)=03(1-p"), 
nepriklausančia nuo fiksuotos X reikšmės x. 

Ordinačių ašyje pažymėję sąlyginio vidurkio M(Y | X =x) reikšmes, 
gauname Y tiesinės regresijos X atžvilgiu kreivę (tiesę): 


M(Y|X=x)-m; = PD (e r. 
1 


Tirdami sąlyginį tankį p, (x | y), išvedame X tiesinės regresijos Y atžvil- 
giu lygtį: 
o 
M(X|Y=y)- m =pE (y = m). 
2 


Vadinasi, kai p * 0, normalieji dydžiai X ir Y yra priklausomi ir jų sąry- 
šis išreiškiamas tiesinės regresijos lygtimis. 

Dvimačio normaliojo vektoriaus (X, Y) skirstinio parametrai dažnai užra- 
šomi vidurkių vektoriumi (m,, m>) ir koreliacine matrica 


- cov( X, Y) 
"(cov(Y,X) | 02 | 
Šios matricos determinantas 
|B|=o;62(1-p*) 20 
ir drauge matrica B yra neneigiamai apibrėžta. 
|B| = 0 tik tada, kai bent vienas iš dydžių yra išsigimęs arba abu susieti 
tiesiniu funkciniu ryšiu. Kodėl? 
Normalųjį skirstinį galima apibrėžti ir didesnio matavimų skaičiaus erdvėje. 
Atsitiktinio vektoriaus (A,, X, ..., A,) skirstinį vadiname normaliuoju, jei 
tankis 


1 1 n n 

P(Xį,X2,, X )= —ool Iš ma; -n) 
(22)? | B]? i 2 

su visais (xXj;x55.5x,)e R"; čia m, = MX, (i =1, 1); B — vektoriaus korelia- 


cinė matrica 
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su elementais 





b; = M(X; -m XX; =—m;)=cov(X;, X), Ij =; 


|B| = det B; c; — matricos C = B"! elementai. 


Vadinasi, daugiamatį normalųjį skirstinį visiškai apibūdina pirmųjų dvie- 
jų eilių momentai: vidurkiai, dispersijos ir kovariacijos. 


9.6. Gama skirstinys ir atskiri jo atvejai 


Apibrėžimas. Atsitiktinio dydžio X skirstinį vadiname gama skirstiniu, 
Jeigu jo tankis 


I ai 
p(x)= plx, 0,4) = +T(0) 
0,kai x <0. 


xe kai x > 0, 





Šį skirstinį trumpai žymėsime taip: X — G(0,A); čia 4>0,0 T(0) yra 
Oilerio gama funkcija: 


T(ad)= IE 
0 


Kai a=ne N,T(n)=(n-1)! 

1. Funkcija p(x,0,A) tikrai api- 
brėžia tankį, nes (pritaikius keitinį Ox = 
=) 





> juos 
[pos a, A)dx = S gay = 
L T(0)4 

E a l e'dy= = 1. 


"To)/ 


Gama Aišiio tankio grafikai pa- 
vaizduoti 56 paveiksle. 





56 pav. 
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Kintant parametrui G, keičiasi ir kreivių forma: kai 4 <1 , tankis mono- 


R AS Ė ' r. 3 < a-l 
toniškai mažėja, o kai 4>1, tankis turi vieną maksimumą taške M, = — 


Įsitikinkite. 
Kintant parametrui A., kreivių forma nesikeičia. 
2. Kasis“ funkcija 


F(x,0,M) = Fa Babe V gy. 


3. Charakteristinė funkcija 


1 a 
J0)= |; | 


A pik o charakteristinę funkciją 





B x 1 el Mar, 
JŲ) = z j 
gauname: 
IN Mi T itx-Mx 
PO |š“ xlgik- kg, 


Integralą skaičiuodami daliniu metodu, matome, kad 
, 1 , 10 
t)= arba (In f(+)) = 

f (n /(0Y=>2 


Iš šios lygties išplaukia, kad 
In f()=InC(J.-i1Y“. 








Kadangi £0) = 1, tai C = A". Teiginys pagrįstas. A 
4. Vidurkis ir dišpersija yra tokie: 





MXx=Š, DK=— 
x A2 
A Tikrai, nes 
„0 0 
i + 





2 
m 2 Di AB a) a(a+) 4“ A 
DX =MX* -M x=-70-[š) = 2 E“ A 


5. Jeigu dydžiai X, = G(ū,,M), X; — G(05,A) yra nepriklausomi, tai 
X, + X; - G(a, +045,A). 
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A Tikrai, nes charakteristinė sumos funkcija 


4 0; 1 (5 a O, +05 
Taa, 0-[ 557) |-2 L 


yra gama skirstinio charakteristinė funkcija. A 

Paminėsime atskirus gama skirstinio atvejus. 

Eksponentinis skirstinys. Kai parametras 04 = 1, gauname eksponentinį 
skirstinį. Jo tankis 


p(x)= p(x,1,M)=Me* (x20), 


o pasiskirstymo funkcija 
F(x)= F(x, M =1-6" (x20). 


Šį skirstinį trumpai žymėsime taip: X =— E(A). 

Esame įrodę (žr. 9.2 skyrelį), kad paprasčiausiame sraute laiko tarpas tarp 
dviejų gretimų srauto įvykių yra eksponentinis su parametru, lygiu srauto 
intensyvumui. 

Kita šio dėsnio taikymo sritis — patikimumo teorija. Eksponentinis 
modelis pakankamai gerai apibūdina komponenčių arba visos sistemos 
ilgaamžiškumą, kai sutrikimų intensyvumas pastovus. 

Svarbi elemento (sistemos) charakteristika yra sutrikimų intensyvumo 
funkcija 


"r. 
0 RO 


čia F(/) — ilgaamžiškumo T pasiskirstymo funkcija, p(() - tankis, 1- F(/) = 
= P(T 27) - tikimybė, kad elementas (sistema) funkcionuos iki momento 7. 


Sutrikimų intensyvumo funkcijos gra- 
fikas pavaizduotas 57 paveiksle. 

Charakteringi trys laiko tarpai: laiko- 
tarpis (0, /,), atitinkantis didelį sutrikimų 
intensyvumą (tuos sutrikimus galima apibū- 
dinti gamybiniais defektais); stabilaus darbo 
laikotarpis [/1, />]; laikotarpis (+, +), ati- 0 





tinkantis didėjantį sutrikimų intensyvumą 
(dėl senėjimo veiksnių). 57 pav. 
Eksponentinio dydžio sutrikimų intensyvumo funkcija 
1 At 
k()=———-A 
1-(1-e““') 
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yra pastovi su visais /. Kartu sutrikimo tikimybė priklauso tik nuo laiko tarpo 
ilgio (nepriklauso nuo jo atskaitos pradžios). Iš čia išplaukia, kad eksponenti- 
nis skirstinys tinka sistemų, kurios sutrinka staigiai (laikrodžių akmenų, sau- 
giklių ir t. t.), ilgaamžiškumui apibūdinti. 


1 pavyzdys. Sistemos ilgaamžiškumas T — E(A). Apskaičiuokime tiki- 
mybę, kad sistema veiks laiko tarpą s < /, jei ji veikė iki momento s. 
A Pagrįsime, jog sąlyginė tikimybė 


(T<s+h 
P(T>s+1:|T>5s)=P(T >1). 
AC 0 s s+1 
Tikrai, nes 1 
P(T>s+:|T>5)= 58 pav. 


„Pirss+AlT=5) PT 555 (E 
Š P(T>5) PC395 Ia le y 


=e" V =P(T >1) (58 pav.). 


Vadinasi, eksponentinis skirstinys neturi „atminties“ — sistema „užmirš- 
ta“, kad iki momento s ji veikė, ir tolesnis jos darbo režimas vėl yra eksponen- 
tinis su tuo pačiu intensyvumu. Tokia savybė būdinga tik eksponentiniam 
skirstiniui. A 

Kai sistema sudaryta iš daugelio elementų ir jos sutrikimą apibrėžia bent 
vieno elemento sutrikimas (pavyzdžiui, nuosekliai sujungtų elementų sistema), 
jos trikių intensyvumas yra beveik pastovus ir ją galima aprašyti eksponentiniu 
modeliu. 

Pastaba. Funkcija A, priklausomai nuo taikymo srities, dar vadinama 
išnykimo greičiu arba nesėkmių laipsniu. 

Jos prasmę suvoksime geriau, jeigu atkreipsime dėmesį į tai, kad 


h(1) = lim L P(T</+A]T2)), At >0. 
Ar>0 A/ 


Pagrįskite šią formulę. 
Erlango skirstinys. Kai parametras 0 =n€ N, gauname n-tosios eilės 
Erlango skirstinį. Jo tankis 


A" 
(n-1)! 


Šį skirstinį trumpai žymėsime taip: X — E(n,A). Fiksavę parametrą 





p(x)= p(x,n,M = x 120 


A (A=I), tankio grafikus pateikiame 59 paveiksle. Kai 7 = 1, gauname jau 
aprašytą eksponentinį skirstinį E(A). 
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Integruodami dalimis, skaičiuojame pasiskirstymo funkciją: 
X 

Fes n,M= [pls n Nd = 
0 


„M n-l (x) 


=1- . 
k! 


k=0 





Vidurkis ir dispersija šiuo atveju yra tokie: 


59 pav. 


MX=Ž,.Dx= T. 
) 2 
Erlango tikimybinis modelis dažnas eilių teorijoje. Norėdami tai pailius- 
truoti, išspręskime uždavinį. 


2 pavyzdys. Intensyvumo A srautas yra paprasčiausias. Sakykime, T — 
laiko tarpas, praėjęs iki n-tojo srauto įvykio. Raskime T skirstinį. Eilių teorijoje 
T būtų n-tosios paraiškos laukimo eilėje trukmė (žr. 60 pav.). 

A Įrodysime, kad T - E(n,A).. 


TS Y2: +; 
k=l 


čia T, - E(M) „k= Ln. 60 pav. 
Kadangi (T,, k=1,n) yra nepriklausomieji atsitiktiniai dydžiai, lieka 


pritaikyti sąsūkų metodą (iš dalies tai padaryta 5.5 skyrelyje). 
Charakteristinių funkcijų metodu uždavinys sprendžiamas labai paprastai: 


2 TA T 
AO= [L 0 [S kos) 


Tai - atsitiktinio dydžio T — E(n,A) charakteristinė funkcija. 





Vadinasi, kai srautas yra paprasčiausias, laiko tarpo tarp gretimų srauto 
įvykių skirstinys yra eksponentinis, o tarp tolimesnių - Erlango. A 

Dar pažymėsime, kad, sudėdammi eksponentinius dydžius, jau negauname 
eksponentinio dydžio. Tuo tarpu Erlango atsitiktiniai dydžiai yra stabilūs 
sudėties atžvilgiu. Pagrįskite. 

Kadangi atsitiktinio dydžio X = E(n,A) vidurkis ir dispersija didėja, kai 


n didėja, tai dažnai vartojamas normuotasis dydis Y = 2. Dabar Y - E(n, An) 
n 


1 


i 1 . 
11 MY=-, DY = ——. Pagrįskite. 
1 ių grL 
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x skirstinys (chi kvadrato skirstinys). Kai A -£ „a 7 oneN, 


gauname x? su 2 laisvės laipsniais skirstinį. Jo tankis 





Šį skirstinį trumpai žymėsime taip: 
X - C(n). Jo tankio grafikai pavaizduoti 
61 paveiksle. 

Vidurkis, dispersija ir charakteris- 
tinė funkcija šiuo atveju yra tokie: 

MX =n, DX =2n, 





f()=(1-2it) 2. 61 pav. 


Šis skirstinys yra ne tik atskiras gama skirstinio atvejis, bet ir glaudžiai 
susijęs su normaliuoju skirstiniu. Žinome, kad nepriklausomųjų normaliųjų 
dydžių suma yra taip pat normalioji. O štai jų kvadratų sumos skirstinys, 


pasirodo, jau yra „2 skirstinys. 

3 pavyzdys. Tarkime, kad nepriklausomieji dydžiai X, — N(0,1), k = 
= 1,1. Raskime dydžio 

= NX 

k=I 

skirstinį. 

A Pagrįsime, kad xš - C(n). 

Kadangi x yra nepriklausomųjų dydžių suma, tai charakteristinė 
funkcija Laslo (+). 

Apskaičiuojame dviejų dėmenų sumos pasiskirstymo funkciją: 


< 2 2 „d Lai 

F(x) = P, +X; is a Ė!| op z0 +v)pdudv. 
u +V <X 

Pritaikę keitinius = pcos, v = psin p, gauname: 


X 


į Žž Jx P „B 
= 2 = | aa 2 
Ep | pdp=1-e 2, 
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t. y. 13 = ė5) Tada charakteristinė funkcija 


1 1 
fa 0)=(U-2i" ir fa (= JA (O) (-2in 2. 


Galutinai (()=(1-2i) 2. A 

Teiginys, kad nepriklausomųjų standartinių normaliųjų dydžių kvadratų 
sumos skirstinys yra x skirstinys, labai reikšmingas matematinėje statis- 
tikoje. 


9.7. Kiti tolydieji skirstiniai 


Trumpai apibūdinsime kitus dažniau pasitaikančius praktikoje tolydžiuo- 
sius skirstinius. 

Tolygusis skirstinys. Šį skirstinį jau ne kartą minėjome ankstesniuose 
pavyzdžiuose. 

Atsitiktinio dydžio X skirstinį vadiname tolygiuoju intervale (a, b), jei 
tankis 

| . 
slsjs r Res (a,b), 
0, kai xe (a,b). 


Jį trumpai žymėsime taip: X - T(a, b). 
Pasiskirstymo funkcija 
0,kaix<a, 


F(x)=4 2“ kaia<x<b, 
b-a 


I,kaix 2 b. 


Vidurkis ir dispersija yra tokie: 








2 
Mis Dx=(? a) 
12 
Charakteristinė funkcija 
gib — glla 
1!) = ———. 
0) it(b- a) 


Skirstinys yra nestabilus dydžių sudėties atžvilgiu. Kodėl? 
Tolygusis intervale (0, 1) skirstinys yra atsitiktinių skaičių generavimo 
pagrindas. 
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Toliau paminėsime keletą skirstinių, glaudžiai susijusių su normaliaisiais. 
Lognormalusis skirstinys. Jo tankis 


1 1 2 
exp1——(Inx— m) | x>0; 
xoV2T P 207 


čia parametrai me R ir ce R,. Šį skirstinį žymėsime X — L„(m,6). Tankio 








p(x)= plx,m,6) = 








grafikai pateikti 62 paveiksle. p(x, m, 6) 
Teiginys. Jei dydis Y = In X 
pasiskirstęs pagal normalųjį dėsnį, 









kurio parametrai m ir G, tai 0,5 
X - L, (m, o). 
A Tikrai, nes š 3 
P(X<x)=P(Y<Inx)= 62 pav. 
Lai. 
a | Ž Tarso 
6 J2n 
ir tankis 





PO)=> PK < = + ie Ligi 
X 


xG12n 


= p(x,m,6),x>0. A 








Vidurkis 
o! 

m+— 
MX=e 2 
Tikrai, nes 

1 2 „0-m T, 
MX = Me" = jėė 2 4- +] 
oV2n Jan 


2 
1 S ip“ aj? k 
Ž je Ž dz=e 3. 


Analogiškai dispersija 
DX =e2"*9' (69 —1), 
Lognormalusis skirstinys yra procesų, kurių stebimoji reikšmė sudaro 


atsitiktinę anksčiau stebėtos reikšmės dalį, matematinis modelis. Tai gali būti 
atsitiktinai susmulkintos medžiagos dalelių dydis, bankuose laikomų indėlių 
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suma, pajamų dydis, palikuonių skaičius ir t. t. Dėsnis kartais taikomas 
elementų patikimumui apibūdinti. 
Relėjaus skirstinys. Jo tankis 





Pasiskirstymo funkcija 


x? 
F(x4)=F(x,62)=1-e 29", x20. 
Šį skirstinį trumpai užrašysime taip: X — R(0?) : 
Nesunku sužinoti, jog vidurkis ir dispersija yra tokie: 


MX =o,E Dx=02[2-T7| 
2 2 


Relėjaus atsitiktinis dydis yra susijęs funkciniu ryšiu su normaliaisiais 
dydžiais. Tuo įsitikinsime spręsdami pavyzdį. 


3 pavyzdys. Atsitiktinio vektoriaus (X, Y) koordinatės yra nepriklausomos 


ir pasiskirsčiusios pagal standartinį normalųjį dėsnį. Raskime to vektoriaus 
modulio 


R=/X*+Y? 
skirstinį. 
A Atsitiktinis dydis R — R(1). Tikrai, nes pasiskirstymo funkcija 


Fp(x)= P(Va? +Y? <+)- P(x? +y2 < x?) 


Prisiminę, kad X? +Y7 — A) | gauname: 


x2 


F„(x)=1-e 2, x20. 


Imdami Z=oR =6V X? +Y7, turime: 


2 


„ 
F.(x)= ILE +. < jie 26' 
o 


ir Z-R(6?). A 


Relėjaus skirstinys apibūdina taško, kurio koordinatės X ir Y yra nepri- 
klausomieji normalieji dydžiai, atstumą iki skirstinio centro. Iš čia išplaukia 
dėsnio taikymo radiofizikoje, radiolokacijoje, artilerijoje ir t. t. galimybės. 
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Ekstremaliųjų reikšmių skirstiniai. Atsitiktinių dydžių rinkinio X,, X2, 
..., X, ekstremaliosios reikšmės apibrėžiamos taip: 

Z,= max(X,, X;,..., X,), W, = min(X,, X3,..., X,). 

Jos yra daugelio technikos ir ekonominių mokslų realių objektų mate- 
matiniai modeliai. 

Toliau kalbėsime tik apie nepriklausomųjų ir vienodai pasiskirsčiusių 
atsitiktinių dydžių (X,, k =1, nį, kurių pasiskirstymo funkcija yra F, ekstre- 
mumus. Tada ekstremaliųjų reikšmių pasiskirstymo funkcijos 

P(Z,<x)= F"(x) ir P(W, <x)=1-(1- F(x)Y". 

Pagrįskite. 

Kai dydžių skaičius x yra didelis, ekstremaliųjų reikšmių Z, ir W, skirs- 
tinius galima aproksimuoti (dažnai!) neišsigimusiais skirstiniais (jų yra šeši). 
Šiuos aproksimuojančius skirstinius taip pat vadiname ekstremaliųjų reikšmių 
skirstiniais. Apibūdinsime du šio tipo aktualius praktikai skirstinius. 

Pirmojo tipo maksimaliųjų reikšmių skirstinys. Pasiskirstymo funkcija 


čia parametrai me R, ce R,. 
Tankis 








1 X = 
h (x, m,6) =—exp1— 
6 6 
Neįrodydami pažymėsime, kad šis skirstinys gerai aproksimuoja maksi- 
maliųjų reikšmių Z, skirstinius, kai 2 didelis ir dydžiai (X,, k =1,n) yra nor- 
malieji, gama, Laplaso ir kiti, kurių tankis eksponentiškai artėja prie nulio, kai 
x—e-. Praktiniai tokio skirstinio modeliai gali būti sistemos, sudarytos iš 
daugelio lygiagrečiai sujungtų elementų, ilgaamžiškumas, korozinių pažeidimų 
gylis, maksimalus eilės ilgis, vandens debitas užtvankoje, maksimalios apkro- 
vos, uraganai, atmosferos užterštumas ir t. t. 
Trečiojo tipo minimaliųjų reikšmių skirstinys. Pasiskirstymo funkcija 


(A 
La(x, 0, m,6) =1- ap E | x2m; 
[0] 


čia parametras m 2 0,00 ir d - teigiamieji skaičiai. 
Tankis 


a-l a“ 
a. XxX-m X — 
I5(x, a mo)=Š| | or | x> m. 
6( 6 6 


207 








Šį skirstinį dar vadiname Veibulo skirstiniu. Atskiri jo atvejai yra 
eksponentinis (4 =1) ir Relėjaus («= 2) skirstiniai. 

Kai 7 didelis, šiuo skirstiniu aproksimuojamas minimaliųjų reikšmių W, 
skirstinys, jei dydžiai (X,, k =1,n) yra tolygieji, gama ir kiti, kurių įgyjamų 
reikšmių aibė aprėžta iš kairės. Praktiniai tokio skirstinio modeliai yra didelio 
skaičiaus nuosekliai sujungtų elementų sistemos ilgaamžiškumas, medžiagos 
atsparumas tempimui arba gniuždymui, įtampos, pramušančios izoliacinį 
sluoksnį, minimalus vandens lygis ir t. t. Apskritai šis dėsnis dažnai taikomas 
sprendžiant problemas, susijusias su silpniausios grandies principu (grandinė 
nutrūksta ten, kur yra silpniausia grandis). 

Pateiksime dar dviejų skirstinių, ypač aktualių matematinėje statistikoje, 
pavyzdžių. 

Stjudento skirstinys. Jo tankis 


P(x) = plx,n) = 





Skirstinys priklauso nuo vieno parametro 
ne N, kurį vadiname laisvės laipsnių skai- 
čiumi. Šį skirstinį trumpai žymėsime S(n). 

Pastebėję, kad p(-x) = p(x), tankio funk- 
cijos grafikus pateikiame 63 paveiksle. 

Kai n = 1, gauname Koši skirstinį, kai 

n+l 





2 2 x 
ne, | š) —>e 2 ir Stjudento skirs- 
n 
tinys gana greitai artėja į standartinį normalųjį 63 pav. 


skirstinį X(0, 1). Pateiksime labai svarbų mate- 
matinėje statistikoje teiginį (jo įrodymas pateik- 
tas [1] knygoje.) 
Teorema. Jei nepriklausomieji atsitiktiniai dydžiai X, X, <, X, yra 
pasiskirstę pagal standartinį normalųjį dėsnį, tai atsitiktinio dydžio 


T = X 


Paša 
n 


skirstinys yra Stjudento skirstinys S(n), taigi T, — S(n.) 





208 


Pažymėsime, kad 


MT, =0, DT, =—" 





n- 
su visais 1 > 2. 
Fišerio skirstinys. Jo tankis 


1 
ypa 2 „ 
2 --l 


P(x) = p(x,m,n) = x2 (n+ mx) „x20; 
(5) 
2 2 


čia parametrai me Nirne N vadina- p(x, m, n) 
mi skirstinio laisvės laipsniais. Fišerio 
skirstinį trumpai žymėsime F(m, n). 
Tankio funkcijos grafikai pateikti 64 
paveiksle. 

Fišerio skirstinio reikšmę mate- 
matinės statistikos tyrimuose apibūdina 64 pav. 
toliau pateiktas teiginys. Jo įrodymą 
galima rasti [1] knygoje. 

Teorema. Tarkime, kad nepriklausomieji atsitiktiniai dydžiai X; — N(0,1), 


Y, - N(0,;i = I, m; j=1,n. Tada atsitiktinio dydžio 








skirstinys yra Fišerio skirstinys su m ir n laisvės laipsniais, taigi Fe — 
— F(m, n). 

Fišerio skirstinį turintis atsitiktinis dydis yra dviejų nepriklausomųjų 
atsitiktinių dydžių, pasiskirsčiusių pagal x dėsnį, santykis, o T, — F(1, n). 


Uždaviniai 


1. Ryšio linija nepriklausomai perduodami 4 pranešimai. Tikimybė, kad 
kiekvienas jų bus priimtas, lygi 0,8. Raskite: 

a) priimtų pranešimų skaičiaus tikimybių skirstinį; 

b) modą, vidurkį ir dispersiją; 

c) tikimybes, kad bus priimti ne mažiau kaip trys pranešimai; bus priim- 
tas nors vienas pranešimas. 
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2. Atsitiktinio dydžio X tikimybių skirstinys yra binominis, jo MX = I ir 
DX = E Raskite: 


a) X tikimybių skirstinį; 
b) modą ir medianą; 
c)P(X 2 MX), P(X? > MX*). 


3. Kelio ruože, kuriuo važiuoja automobilis, įtaisyti 5 šviesoforai. Kiek- 
vienas jų su tikimybe 0,5 praleidžia arba sulaiko automobilį. Raskite švieso- 
forų, praleidžiančių automobilį iki pirmojo sustojimo, skaičiaus tikimybių 
skirstinį, vidurkį, modą ir dispersiją. 


4. Brokas sudaro 590 gaminių. Raskite brokuotų gaminių, atsitiktinai 
paimtų iš 6 gaminių, skaičiaus tikimybių skirstinį, vidurkį, modą ir dispersiją. 


5. Sistema sudaryta iš penkių A tipo elementų, kurių patikimumas 0,9, ir 
penkių B tipo elementų, kurių patikimumas 0,8. Sistema funkcionuoja, jei 
funkcionuoja nors 9 nepriklausomai veikiantys elementai. Koks yra sistemos 
patikimumas? 


6. Lošėjas mėto monetą tol, kol atvirsta herbas, tačiau ne daugiau kaip 1 
kartų. Jei herbas atvirsta metus monetą k-tąjį kartą, lošėjas laimi 2k litų (k = I, 
2, .., n). Jei po n metimų herbas neatvirsta, lošėjas pralaimi 2n litų. Raskite 
lošėjo laimėjimų skirstinį ir vidutinę laimėtų pinigų sumą. 


7. Kiekvieno šūvio pataikymo tikimybė lygi p. Šaudoma tol, kol 
pataikoma du kartus. Raskite šūvių skaičiaus tikimybių skirstinį ir vidutinį 
šūvių skaičių. Apskaičiuokite tikimybę P(X > MX). 


8. Iš dėžės, kurioje yra 2 balti ir 3 juodi rutuliai, atsitiktinai traukiami 2 
rutuliai. 

a) Užrašykite ištrauktų baltų rutulių skaičiaus tikimybių skirstinį 
(nagrinėkite du atvejus: kai atranka yra grąžinamoji ir kai negrąžinamoji). 

b) Laikydami, kad atranka yra grąžinamoji, užrašykite eksperimentų, 
atliktų iki tol, kol bus ištraukti du balti rutuliai, skaičiaus tikimybių skirstinį ir 
apskaičiuokite vidutinį tokių eksperimentų skaičių. 


9. Binominis atsitiktinis dydis X — B(n, p) transformuojamas į dydį Y 
tokiu būdu: nenulinės reikšmės ir jų tikimybės nekeičiamos, o kai X = O, 
atsitiktinai parenkama reikšmė iš likusiųjų tarp 1 ir 7. Raskite dydžio Y 
skirstinį ir vidurkį. 


210 


10. Atsitiktinio dydžio X tikimybių skirstinys yra Puasono skirstinys su 
parametru A. Pagrįskite rekurenčiąją formulę 


Ka=kins res, k=0,1,2,... 
k+1 


11. Gauta 1000 lempučių siunta. Tikimybė, kad siunčiama lemputė suges, 
lygi 0,002. Užrašykite siuntoje esančių sugedusių lempučių skaičiaus skirstinio 
pirmuosius tris elementus. Apskaičiuokite: 

a) tikimybę, kad siunčiant suges 4 lemputės; 

b) tikimybę, kad siunčiant nesuges nė viena lemputė; 

c) tikimybę, kad siunčiant suges nors viena lemputė; 

d) vidutinį sugedusių lempučių skaičių, vidutinį kvadratinį nuokrypį. 


12. Kas valandą mieste įvyksta vidutiniškai 2 automobilių avarijos. 
Raskite per 4 valandas įvykusių avarijų skaičiaus tikimybių skirstinį ir vidutinį 
avarijų skaičių. Kokia tikimybė, kad per 4 valandas įvyks: 

a) ne mažiau kaip 3 automobilių avarijos; 

b) nors viena automobilių avarija? 


13. Radioaktyviojo elemento išspinduliuotų dalelių skaičius pasiskirstęs 
pagal Puasono dėsnį su vidutiniu intensyvumu A=1,5s“!. Raskite per dvi 
sekundes išspinduliuotų dalelių skaičiaus skirstinį, vidurkį ir dispersiją. Kokia 
tikimybė, kad per 2 sekundes išspinduliuotų dalelių skaičius bus: 

a) ne didesnis už du; 

b) intervale (1, 4]? 

Apibūdinkite laiko tarpo tarp dviejų gretimų dalelių išspinduliavimo mo- 
mentų tikimybių skirstinį. 


14. Spausdindama vieną teksto puslapį, mašininkė suklysta vidutiniškai 3 
kartus. Tekstas užima 10 puslapių. Raskite klaidų, esančių šiame tekste, 
tikimybių skirstinį. Apskaičiuokite tikimybes, kad bus suklysta: 

a) nors vieną kartą; 

b) nors tris kartus. 


15. Nepriklausomųjų atsitiktinių dydžių X ir Y tikimybių skirstiniai yra 
Puasono skirstiniai su parametru A. Raskite k-tosios eilės pusinvariančius 
y. (X +Y)iryy(X-Y), k21. 


16. Automobilis pateiktas techninei apžiūrai ir aptarnavimui. Apžiūrint 
automobilį aptiktų gedimų skaičiaus skirstinys yra Puasono skirstinys su para- 
metru A. Neradus gedimų, automobilio techninis aptarnavimas trunka 2 val. 
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Aptikus vieną arba du gedimus, kiekvienam jų pašalinti skiriama dar pusė va- 
landos. Jei gedimų randama daugiau, automobilis siunčiamas profilaktiniam 
remontui, trunkančiam 2 val. Raskite laiko T, skirto apžiūrai ir remontui, tiki- 
mybių skirstinį ir vidutinę to laiko reikšmę. 


17. Nepriklausomieji atsitiktiniai dydžiai X ir Y turi šiuos tikimybių 
skirstinius: 

a) X - E(J), Y - Elų); 

b) X-T(-1,1), Y - T(-1,1). 

Raskite sumos X + Y skirstinius. Ištirkite, ar dydžiai X ir X“ yra priklau- 
somi; ar jie yra koreliuoti. 


18. Sistemos ilgaamžiškumo T tikimybės pasiskirstymo funkcija yra F. 
Sutrikimų intensyvumo funkcija 





d 
ais P() Ne kė 
1- F(1) 1-F() | 
Įrodykite, kad: 


t 
a) F(()=1 e Į 
0 
b)jei A(/) = , tai T skirstinys yra eksponentinis; 
c)jei A(/) - L. tai T skirstinys yra tolygusis intervale [0, 1]; 
—-! 


d)jei h(/) = a1*" "(x >0) , tai T skirstinys yra Veibulo skirstinys. 
Raskite sutrikimų intensyvumo funkciją, kai T skirstinys yra Pareto skirs- 
a 
tinys, kurio tankis p(/)= „B 12 
(M+1*7 

19. Atsitiktinis dydis X — N(-3, 2). Apskaičiuokite P(X >-), 
P(-4<X<!), P(|X|>2), P(| X +3| < I), kvantilius x,, kai p = 0,5; 0,25; 
0,05; 0,001, ir absoliutųjį momentą M| X — MX |. Užrašykite 36 taisyklę ir 
pateikite geometrinę jos interpretaciją. 


20. Nepriklausomųjų atsitiktinių dydžių (AX,, k = 1, 2, 3) charakteristinės 
funkcijos yra 


2 
fr) = api „Lp ! 
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Apskaičiuokite: 

a) M(2X, + X, +3X,); 

b) M(X, - X; + A;); 

c) D(X, -2X, +3X,;); 

d) M(2X7 -4X2 + X X;). 

Ar dydžiai X,, X; ir X; yra stabilūs sudėties atžvilgiu? Dydžiui Y = 3X + 
+ X3 + X; užrašykite 20 taisyklę: 


21. Firmoje pagamintos detalės ilgis — normalusis atsitiktinis dydis X, 
kurio tankis 


(X-24,6)7 
0,08 








1 
(x)= e 
7 0,2/271 


Jei pagamintos detalės ilgis priklauso intervalui [24 cm, 25 cm], tai detalė 
atitinka techninius reikalavimus. Apskaičiuokite tikimybę, kad atsitiktinai 
paimta detalė atitinka techninius reikalavimus. 


22. Detalės masės nuokrypis nuo nominalo yra normalusis atsitiktinis 
dydis X, kurio vidurkis MX = 0. Kokia turi būti dispersija 6, kad tikimybė 
P(o < X < p) būtų didžiausia (x >0, B> 0)? 


23. Dvimačio vektoriaus (X, Y) tankis yra: 


si e RT 2, 
a) P aso | 2 + i | (x,y)e R; 


b) pla, y) -Doel-1(ė — V3xy +2y7 J, (X, y)e Iš“: 


Raskite: 

a) vienmačius tankius; 

b) vidurkius MX ir MY; 

c) koreliacinę matricą ir koreliacijos koeficientą; 
d) Y tiesinės regresijos X atžvilgiu lygtį. 

Kokius skirstinius apibūdina šie tankiai? 


24. Elektroninės aparatūros patikimumo funkcija 
R(1)=P(T >1)=e""" +0,1r679!/ 20; 


čia T- aparatūros nesutrinkamo veikimo trukmė. 
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Raskite: 
a) P(10<7T < 20); 
b) vidutinę veikimo trukmę MT, 


sis s 5 1 
c) sutrikimų intensyvumo funkciją Ž(/) = SB 
t 


25. Dviejų atsitiktinių dydžių X, 17 X; skirstinių mišinį apibūdiname 
pasiskirstymo funkcija 


F(x)= PA, (x)+ PK, (5), P +P) = p 20, p; 20. 


Raskite mišinio vidurkį ir dispersiją, kai p, = 3 ir: 


a) X, = NUO, 1), X5 = N(O, 3); 
b) Xi = E(l), X; - E(2). 


26. Kubo briauna — atsitiktinis dydis X — 7(0, 1). Raskite kubo tūrio 
skirstinį, vidutinį tūrį, dispersiją ir MX. 


RIBINĖS TEOREMOS 
IR JŲ TAIKYMAS 


Šiame skyriuje tirsime atsitiktinio vektoriaus (X,, X2, ..., X,) funkcijų 
gi, A, ., A,) asimptotiką, kai 1 —> oe. Praktikoje ypač svarbūs 
tiesiniai modeliai, todėl detaliau nagrinėsime tiesinių funkcijų g, ribines 
savybes. Įsitikinsime, kad šios funkcijos ir jų skirstiniai, kai dydžių 
(X 
mažai keičiasi, stabilizuojasi. Tai reiškia, jog kiekvieno atsitiktinio dydžio 
įnašas į bendrąją didelio skaičiaus dėmenų sumą yra nereikšmingas. Atsi- 
tiktinių dydžių funkcijų asimptotinis stabilumas labai svarbus praktikoje: 
funkciją g,(Xi, Ao, ..., X,) Ir jos skirstinius galime aproksimuoti nesudė- 
tingomis ribinėmis reikšmėmis. 

Teoremos, kuriose sprendžiamos asimptotinės problemos, vadinamos 
ribinėmis teoremomis. Ypač reikšmingos dviejų tipų ribinės teoremos: 

didžiųjų skaičių dėsnis, teigiantis, kad didelio skaičiaus atsitiktinių 
dydžių vidutinis rezultatas beveik praranda atsitiktinumo pobūdį, tampa 
stabilus; 

centrinė ribinė teorema, teigianti, kad didelio skaičiaus atsitiktinių 
dydžių sumos skirstinys artimas normaliajam. 

Ribinės teoremos grindžiamos atsitiktinių dydžių sekų konvergavimo 
sąvokomis. Pateikiame svarbesnes iš jų. 





;„ 1=1, n) , tenkinančių labai bendras sąlygas, skaičius 7 yra didelis, 


10.1. Atsitiktinių dydžių sekos 


Tarkime, kad tikimybinėje erdvėje ( 62 7, P) apibrėžta atsitiktinių dydžių 


X (0), X3(0),..., X (0),... 


seka ir atsitiktinis dydis XI o). 
1 apibrėžimas. Sakome, kad seka (X,, n 2 1) konverguoja pagal 
tikimybę į dydį X, jei su kiekvienu € > 0 


lim P(o: |X,(0)- X(0)| < £)=1. 


Trumpai žymėsime X, — > X. 


Konvergavimą pagal tikimybę galime interpretuoti taip: labai tikėtina 
(tikimybė artima 1), jog, esant pakankamai dideliam n, dydžiai X, ir X skiriasi 
labai mažai (mažiau už €). 
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2 apibrėžimas. Sakome, kad seka (X,, n 21) konverguoja beveik visur 
(su tikimybe, lygia 1, beveik tikrai) į dydį X, jei 


P(o: X,(0) > X(0))=1. 


Trumpai žymėsime X, —*—> X. 

Konvergavimą beveik visur aiškiname taip: X,( 0) konverguoja į X( 0) 
visuose aibės €2 taškuose, išskyrus galbūt tą jos poaibį, kurio tikimybė lygi 
nuliui. 

3 apibrėžimas. Tarkime, kad egzistuoja MX 2 ir MX?. Sakome, kad 
seka (X,,n 2 1) konverguoja į X pagal kvadratinį vidurkį, jei 

lim M(X,- X) =0. 

nn 

Trumpai žymėsime l.i.m. X, = X. 

Priminsime pasiskirstymo funkcijų konvergavimo apibrėžimą (žr. 8.2 
skyrelį). Tarkime, kad F,(x)= P(X,<x),n 21, ir F(x) = P(X < x). 

4 apibrėžimas. Sakome, kad pasiskirstymo funkcijų seka (F.(x), n21) 
silpnai konverguoja į pasiskirstymo funkciją F, jei 


lim F,(x)= F(x) 


kiekviename ribinės (asimptotinės) pasiskirstymo funkcijos F tolydumo taške. 
Zymėsime F,(x) > F(x). Kartais sakysime, jog seka (X,, n 2 1) silpnai 
konverguoja į X ir rašysime X, => X. 
Pateikiame sekų konvergavimo ryšio teiginius: 
+ Išli m. X, = X išplaukia, kad X, — > X. 
+ IšX, — - Xišplaukia, kad F,(x) > F(x). 
+ IšX, — 2 X išplaukia, kad X, — > X. 
Įrodysime pirmąjį teiginį. Kitų dviejų įrodymą galima rasti [1] knygoje. 
A Prisiminę Čebyšovo nelygybę 
P(X, - X| < sa MA 
£ 


apskaičiuojame abiejų jos pusių ribą: 


lim M(X,- X! 


lim P(|X,- X|<e)21-12*— 
n—— £ 


Kadangi lim M(X,- XY =0,tai lim P(X,- X| < £)=1 ir X,— 5 X. A 
no n—>—- 
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10.2. Didžiųjų skaičių dėsnis 


Patirtis moko, kad, tikimybių teoriją taikant praktikoje, reikia vadovautis 
tokiu principu: jei įvykio 4 tikimybė yra labai maža, praktiškai galime būti tik- 
ri, kad, atlikus eksperimentą, įvykis 4 neįvyks. Įvykis 4 yra praktiškai nega- 
limas. Sąvokos „praktiškai negalimas įvykis“ ir „negalimasis įvykis“ šiek tiek 
skiriasi. Kiekvienas įvykis, turintis teigiamą tikimybę, kad ir kokia maža ji bū- 
tų, gali įvykti. Įvykis, priešingas praktiškai negalimam įvykiui, yra praktiškai 
būtinas. 

Labai svarbu žinoti sąlygas, kuriomis įvykiai yra mažai arba labai tikė- 
tini. Didžiųjų skaičių dėsnis ir aprašo dėsningumus, kurie su tikimybe, artima 1 
arba O, rodo, kad įvyks įvykis, priklausantis nuo daugelio individualiai ne- 
reikšmingų atsitiktinių veiksnių. Tarkime, kad, atlikę tyrimus, gauname tokius 
atsitiktinius eksperimento arba stebėjimo rezultatus: X,, X,, ..., X,. Kokias są- 
lygas turi tenkinti šie dydžiai, kad eksperimento bazėje gautos charakteristikos 
būtų stabilios? Tokias ir panašias problemas sprendžia didžiųjų skaičių dėsnis. 

Sakoma, jog tikimybių teorijos pagrindą sudaro trys banginiai: nepri- 
klausomumo sąvoka, pilnosios tikimybės formulė ir didžiųjų skaičių dėsnis, 
siejantis tikimybių teoriją su praktika. Šiame skyrelyje apibūdinsime būtent 
trečiąjį banginį. 

Sakykime, yra atsitiktinių dydžių X,, A5, ..., X,, ... seka ir MX, < =» su 
visais k 2 1. 

Apibrėžimas. Sakome, kad atsitiktinių dydžių sekai galioja didžiųjų 
skaičių dėsnis, jei su kiekvienu € > 0 


14! 14! 
lim P|- > X,-- >» MX,|<e |=1. 


Apibrėžimą aiškiname taip: jei sekos narių skaičius 7 didelis, tai 
praktiškai esame tikri (tikimybė artima 1), kad 


14 12 
-> X,-- >) MX, 








<£, 








S šd aa „lZ S so ais : 
t. y. atsitiktinis dydis — ) X, mažai skiriasi nuo neatsitiktinio dydžio 
n 
k=I 


-Y MX, „ Tai reiškia, jog didelio skaičiaus atsitiktinių dydžių suminė reikš- 
Nizi 


a a sd a 5 
mė, išreikšta aritmetiniu vidurkiu -YX „» praranda atsitiktinumo pobūdį. 
k= 
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Atskiru atveju, kai atsitiktiniai dydžiai turi vienodus vidurkius MX, = 








= MX; =... = MX, =... = m, didžiųjų skaičių dėsnis apibrėžiamas taip: 
1 n 
lim P||- >) X, -m|<e |=1, 
m - 
arba 
- Ya, — i 
Niai 


Vadinasi, esant dideliam x, su didele tikimybe atsitiktinį aritmetinį vidur- 


n 
kį ix „ galime norimai (paklaida mažesnė už €) aproksimuoti teoriniu 
Nizi 
vidurkiu m, taigi labai tikėtina, kad 

15 X, = 

Akai 

Pateiksime pavyzdį, iliustruojantį didžiųjų skaičių dėsnį. 

1 pavyzdys. Anot molekulinės kinetinės teorijos, dujas sudaro daugybė ne- 
tvarkingai judančių molekulių. Tirdami atskirų molekulių judėjimą, negalėsime pa- 
sakyti, kokiu greičiu juda kiekviena molekulė, kurioje vietoje ji bus tam tikru laiko 
momentu. Tačiau pagrindines dujų charakteristikas (temperatūrą, slėgį ir pan.) api- 
būdina ne atskirų molekulių netvarkingas judėjimas, bet didelio jų skaičiaus sumi- 
nis veiksmas. Šis bendrasis molekulių poveikis (pavyzdžiui, slėgis į plokštelę), bū- 
damas individualiai atsitiktinis, yra stabilus (pastovus). Kai molekulių skaičius 
didelis, ima reikštis didžiųjų skaičių dėsnis: atsitiktinių poveikių suma yra stabili. 

Ieškosime sąlygų, kuriomis atsitiktinių dydžių sekai A,, X3,..., X,,... 
galioja didžiųjų skaičių dėsnis. 

Nepriklausomųjų atsitiktinių dydžių klasėje pakankamas didžiųjų skaičių 
dėsnio sąlygas apibūdino rusų matematikas P. Čebyšovas (1887 m.). 

1 teorema (Čebyšovo teorema). Jei nepriklausomųjų atsitiktinių dydžių 
(X,, k 2 1) dispersijos yra tolygiai aprėžtos, tai galioja didžiųjų skaičių dėsnis. 

A Egzistuoja tokia konstanta C, su kuria DX, < C, kai k 2 1. Tada 


IE 1 L Cn C 
D-— >) X, -— >) DX, < =—. 
Pasinaudoję Čebyšovo nelygybe (žr. 6.7 skyrelį), gauname: 


i|- Ža NM J 2EĖ) 


su kiekvienu € > 0. 





21- S 
ne 
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Kadangi lim Ų - S- 1, tai 
ne 


ne 
<) „ A 


Iš šios teoremos įrodymo išplaukia bendresnis didžiųjų skaičių dėsnio 
kriterijus. 

Teiginys. Jei dydžiai (X,, k Z 1) yra nepriklausomi, tai pakankama 
didžiųjų skaičių dėsnio sąlyga yra tokia: 


n 





IS -LY MA, 


1 n 
lim P 
n—— 





1 n 
—Y DX, >0, 
A kai 
kai n—->—. 
Dar bendresnis kriterijus yra 
“2 DY X, —0, 
Rn = 
kai n—->—. 


Jis tinka ir priklausomųjų atsitiktinių dydžių sekai. 


2 pavyzdys. Sakykime, dydžiai (X;, k 2 2) yra nepriklausomi, o jų 
skirstiniai tokie: 





Ar galioja šiai sekai didžiųjų skaičių dėsnis? 
A Apskaičiuojame vidurkį ir dispersiją: 


MX, =- 544: LS + Eia4, 
k k k 


k k 


Kadangi dispersijos tolygiai aprėžtos (pavyzdžiui, konstanta C = 2), tai 


1 n 
Ža 


k= 


DX, = MX; "kiro |I-ž nk 


galioja didžiųjų skaičių dėsnis ir su kiekvienu € > 0 | 








<) 1, kai 
n--. A 
Toliau nagrinėsime nepriklausomųjų ir vienodai pasiskirsčiusių dydžių 


seką. Didžiųjų skaičių dėsnį šiai schemai 1923 metais pagrindė A. Chinčinas. 
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2 teorema (Chinčino teorema). Jei nepriklausomieji atsitiktiniai dydžiai 
yra pasiskirstę vienodai ir turi baigtinius vidurkius MX, = m, k Z I, tai 
galioja didžiųjų skaičių dėsnis: su kiekvienu € > O) 





kai n=>—. 
A Pažymėkime: Y, SX „m= - V(x „—m). Pagrįskime teore- 
ANizi nai 
mos teiginį, įrodydami, kad Y, — —0. 
Charakteristinė funkcija 


Jr, ()=Me'"" = Ža | | 


Kadangi centruotojo atsitiktinio dydžio A; — m vidurkis egzistuoja ir 
M(J; - m) = O, tai nulinio taško aplinkoje charakteristinė funkcija 


Jx,-m(0)=1+ M(X, MUS sal = Ia); 


čia liekamasis natys A. — 0 greičiau negu /—> 0. 
Dabar 


kus) 


Kadangi "OR 0,kai n—> —,tai 
n 


fr (= Me!" 50 = 1. 


Pastebėdami, jog nulyje išsigimusio skirstinio charakteristinė funkcija 
lygi 1, gauname: Y, — 50. A 


3 pavyzdys. Sakykime, stabiliomis sąlygomis 7 kartų matuojame dydį a. 
Kiekvienos matavimo serijos rezultatus galime laikyti nepriklausomaisiais 
atsitiktiniais dydžiais A, X2, ..., X,. Jei matavimai neturi sisteminių paklaidų, 
t. y. jai MA, = MA, = = MX, = m, ir tų matavimų daug, tai iš Chinčino 
teoremos išplaukia, jog yra labai tikėtina, kad 

„X +X,+..1A, 
n 
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Viena pirmųjų tikimybių teorijos ribinių teoremų yra J. Bernulio didžiųjų 
skaičių dėsnis (1713 m.). Jis sieja empirinius santykinius dažnius su teorinėmis 
tikimybėmis, patikslina statistinį tikimybės apibrėžimą. Bernulio teorema yra 
atskiras Chinčino teoremos atvejis. 


3 teorema (Bernulio teorema). Su kiekvienu € > 0 





čia k, - įvykio A pasirodymų, atlikus n Bernulio eksperimentų, skaičius, p — 
įvykio A tikimybė kiekviename eksperimente. 


A Žinome, kad k,= Žž ; TI“ Ln * yra nepriklausomieji atsi- 
i=| 


tiktiniai dydžiai su skirstiniais P(X; =1)= p, P(X; =0) =1- p. Kadangi vi- 
durkis MX; =1-p+0-(1-p)= p yra baigtinis, tai iš Chinčino teoremos iš- 


plaukia, kad kp, p, ka n=>=. A 
n 


Iš Bernulio didžiųjų skaičių dėsnio gauname svarbią išvadą: kai ne- 
priklausomųjų eksperimentų skaičius didelis, įvykio 4 pasirodymo santykinis 


dažnis W„,(A)=—" stabilizuojasi ir mažai skiriasi nuo teorinės tikimybės 
n 


sak S 45 r TI ins 
P(4)= p,taigi "= p. Statistiniame tikimybės apibrėžime santykinių dažnių 
n 

stabilumo sąvoką reikia suprasti šio dėsnio prasme. Statistikoje skaitinės 
charakteristikos skaičiuojamos remiantis santykiniais dažniais, o tikimybių 
teorijoje — teorinėmis tikimybėmis. Bernulio teorema — tiltas, siejantis tikimy- 
bių teoriją su statistika. 

Dar pažymėsime, jog Bernulio teorema neteigia, kad įvykio santykinis 
dažnis —- nepriklausomųjų eksperimentų schemoje konverguoja į tikimybę p. 

n 

1909 m. E. Borelis (Borel) įrodė, kad 


pliko par 
n 


k, X: , i Lė : ; 
t y. 2 —"5p. Šis konvergavimo beveik visur variantas vadinamas 
n 


stipriuoju didžiųjų skaičių dėsniu. Yra ir Chinčino teoremos sustiprintasis 
analogas — stiprusis didžiųjų skaičių dėsnis. Apie tai skaitykite [1] knygoje. 
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10.3. Centrinė ribinė teorema 

Didžiųjų skaičių dėsnis apibūdina atsitiktinių dydžių (X, k > 1) tiesinės 

funkcijos g,(X,,..., X,) sŽijs +...+ X,) konvergavimą pagal tikimybę į 
n 

pastovias teorines šių dydžių charakteristikas (vidurkį, tikimybę), bet netiria 
tiesinės funkcijos skirstinių asimptotikos. Dabar nagrinėsime atsitiktinių dydžių 
sekos (X, k > 1) dalinės sumos S, = X, + X; +...+ X, silpnąjį konvergavimą 
(konvergavimą pagal skirstinius), kai egzistuoja baigtinės dydžių dispersijos 
DX, 0, k21. 


Apibrėžimas. Sakome, kad atsitiktinių dydžių sekai galioja centrinė 
ribinė teorema, jei centruotų ir normuotų sumų 
z S,-MS, 


skirstinių seka, kai n > <<, konverguoja į standartinį normalyjį skirstinį. 
Pasiskirstymo funkcijų terminais tai reiškia, jog su bet kuriuo realiuoju x 








Teoremą vadiname centrine, nes ribinis skirstinys yra normalusis — cen- 
trinis tikimybių teorijoje ir statistikoje. Praktikoje pasitaiko daug dydžių, kurių 
skirstiniai yra normalieji arba jiems artimi. Net ir nenormaliųjų dydžių sumos, 
kai dėmenų skaičius didelis ir kiekvieno įnašas į sumą yra palyginti mažas, 
skirstinys yra artimas normaliajam. 

Detaliau tirsime paprasčiausią atvejį, kai dydžiai yra nepriklausomi ir 
pasiskirstę vienodai. 

Sakykime, (A;, k 2 1) yra nepriklausomieji ir vienodai pasiskirstę dy- 
džiai su vidurkiais MA; = m ir dispersijomis DX; = 67 0. Tada sumos vi- 
durkis ir dispersija yra: MS, = nm, DS, = no“. 

1 teorema. Jei nepriklausomieji atsitiktiniai dydžiai (X,, k Z 1) yra pasi- 


; D da a < ) = „A, 
skirstę vienodai ir turi baigtines dispersijas 62 *0, tai sumos S,=2 i 
OyNn 





pasiskirstymo funkcija P(S, <x) > D(x), kai n=> o. 
A Teoremą įrodysime charakteristinių funkcijų metodu. 


Sumą S, užrašykime taip: S, “i —m). Jos charakteristinė 
oVnž 


funkcija 


222 


S, pn I 
Js (1) = Me = 
nes dydžiai X; - m yra nepriklausomi ir pasiskirstę vienodai. 
Egzistuoja atsitiktinio dydžio X; — m vidurkis ir dispersija, be to, 
M(X,-m)=0, D(X, -m)= 67. Tuomet charakteristinė funkcija kB 
yra diferencijuojama du kartus ir taško / = O aplinkoje 


2 
NC ML 22; (irY +0(17)= 





Jų -„()=1+ 
2,2 
o! 2 
=1———+0(t“). 
2 (r) 


Dabar 





p ,2 
n|-—+0| — 

2n B | 

-— e 4 


nes In(1 +7) -z, kai z > 0. 


nn 


„2 12 ė 
-—+ lim n0| — o 
2 15 n EN 


2 
Kadangi su kiekvienu baigtiniu / lim žo | 0,tai 
n 


lim /z (1)=e 
n—-- L 


Įrodėme, kad centruotos ir normuotos sumos S, ribinė charakteristinė 


,2 


funkcija lygi standartinio normaliojo skirstinio charakteristinei funkcijai e 2, 
Iš čia išplaukia (žr. 8.2 skyrelį), kad P(S, <x) => O(x). A 
Pateiksime šios teoremos išvadą — Muavro ir Laplaso teoremą (1812 m.). 
Prisiminę Bernulio eksperimentų schemą, apskaičiuokime tikimybę 


b 
P(a<k,<6)= V. Ciplą""!, 
j=a 
kai eksperimentų skaičius 7 didelis. Mes jau nagrinėjome skirstinių 
P(k„=j)=C/p/ą""/ (į =1,n) asimptotiką, kai 7 > ir p—> 0. Gavome 
binominio skirstinio aproksimaciją Puasono skirstiniu (žr. 9.2 skyrelio poskyrį 
„Retųjų įvykių dėsnis“). 
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2 teorema (Muavro ir Laplaso teorema). Jei 0 <p < I, tai 


k,-Mp 
P| — <X |=> (x), 


kai n=-> e. 





. 2 : | - 
A Kadangi k, s XX; ir MX,;=p,o DX, aras tai iš centrinės 
j=l 
ribinės teoremos (1 teorema) išplaukia Muavro ir Laplaso teoremos teiginys. A 
Tikimybė 


P(a<k,<b)= IE i 





Todėl iš Muavro ir Laplaso teoremos gauname: 


b-np a-np 
P(a<k,<b)=6 d 5 
Kr | p | 
kai » didelis. 


Ši binominio skirstinio aproksimacija normaliuoju skirstiniu praktikoje 
taikoma tada, kai tikimybė P(4) = p nėra artima nuliui arba vienetui 


idea kai p= : | 





1 pavyzdys. 6070 firmos produkcijos yra pirmosios rūšies gaminiai. 
Kokia tikimybė, kad iš 500 atsitiktinai atrinktų gaminių bus ne mažiau kaip 
290 ir ne daugiau 330 pirmosios rūšies? 

A Cian = 500 yra pakankamai didelis, o p = 0,6 - nemaža, todėl 
KAA „|RSS 


/500-0,6-0,4 ji /500-0,6-0,4 


= (2,74) - 6(-0,915) =0,8168. 


P(290 < k <330) = o 


Pažymėsime, jog tikslią tikimybės 
330 
P(290 < k, <330)= NY C4540,6/0,4*97 
' j=290 
reikšmę apskaičiuoti sunku. A 
Jeigu dydžiai (X;, k 2 1) pasiskirstę nevienodai, taikoma bendresnė — 
Liapunovo - teorema (1909 m.). 
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Tarkime, kad dydžiai (X, k 2 1) yra nepriklausomi ir su visais k 2 1 
egzistuoja trečiosios eilės absoliutusis momentas M|X, — MX, ja Pažymėki- 


me Liapunovo trupmeną: 


» M|X, -MX,; 


— k=l 
žų 3 
VDA, 
k=! 


n 
3 teorema (Liapunovo teorema). Jei L, — 0, kai n > ee , tai 


| 


P S, MS, = O(x), 
DS, 
kai n=> e. 


Ši teorema yra įrodyta [1] knygoje. 

Iš Liapunovo teoremos išplaukia toks teiginys: jei nepriklausomieji 
dydžiai yra tolygiai aprėžti, t. y. jei su visais £21 |X,| <C ,tai jiems galioja 
centrinė ribinė teorema. 

Pagrįskite šį teiginį, atsižvelgdami į tai, kad L„—0,kai n—>—. 

Pateiksime keletą taikomojo pobūdžio uždavinių, kurių sprendimas 
grindžiamas centrine ribine teorema. Pagal šią teoremą, pakankamai didelio 
skaičiaus atsitiktinių dydžių sumos pasiskirstymo funkciją, esant labai 
bendroms sąlygoms (egzistuoja dispersija, Liapunovo trupmena L„— 0), 
galima aproksimuoti normaliąja ir rašyti 


P(a<S,<6)=6 b-MS, | 4|2-MS5, į 
J DS, 4! DS, 
Normalusis skirstinys yra paprastas ir gerai ištirtas; jis priklauso tik nuo 
dviejų parametrų: vidurkio bei dispersijos. 


2 pavyzdys. (Matavimo paklaidos.) Sakykime, a — tikrasis dydžio matas 
(ilgis, masė, temperatūra ir t. t.). Jei X yra matavimo rezultatas, tai Y = X -a 
yra atsitiktinė matavimo paklaida, kurią galime išreikšti dviejų paklaidų suma: 

Y=(X-MX)+ (MX-a). 


Dydis X — MX yra taip pat atsitiktinė paklaida, o skaičius MX - a - 
sisteminė paklaida. Jei prietaisai ir matavimo metodai geri, sisteminių paklaidų 
nebūna arba jų įtaka matavimo tikslumui labai maža. Tuomet atsitiktinės 


paklaidos vidurkis MY = 0. Dispersiją DY = DX pažymėkime 02. Tarkime, 
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kad matavimo paklaidą sudaro didelio skaičiaus nepriklausomųjų atsitiktinių 
veiksnių, kurių kiekvienas atskirai sukuria tik mažą nežinomą elementariąją 
paklaidą, suma. Nors atskirų dėmenų skirstiniai ir nežinomi, centrinė ribinė 
teorema teigia, kad sumos (matavimo paklaidos) skirstinys yra artimas 
normaliajam, t. y. 


IE 4 "| (x). 
[6] 


Šį fundamentalų paklaidų teorijos teiginį pagrindė vokiečių matematikas 
K. F. Gausas (Gauss), todėl normalusis skirstinys dažnai vadinamas Gauso 
skirstiniu. 

Tokie samprotavimai tinka bet kokiam atsitiktiniam dydžiui, jei jis yra 
didelio skaičiaus nereikšmingų ir nepriklausomų atsitiktinių nuokrypių nuo 
vidurkio suma. Pavyzdžiui, vienokie ar kitokie žmogaus (ir ne tik jo) fizinio ir 
psichinio išsivystymo skaitiniai rodikliai, gamybos produktų nuokrypiai nuo 
nominalo, dauguma socialinių ir ekonominių rodiklių yra šios rūšies 
atsitiktiniai dydžiai. 





3 pavyzdys. Tikrinant įmonės produkciją, atsitiktinai atrinkta 900 gami- 
nių. Nustatyta, kad vidutinė gaminio masė yra 1,2 g didesnė už reklamuojamą. 
Ar galima šį nuokrypį paaiškinti atsitiktinumu, jei gaminio standartas lygus 
88? 

A Tarkime, kad A; - k-tojo gaminio masė. Tada 

900 

DY A; =900-64= 57600 

k= 


1 900 1 900 
| Žau Mota e M) 


900 = 240 


900 
=1- IDC -MX,)<4,5 | 1—-6(4,5)= 0,000003. 
k=I 

Kadangi ši tikimybė yra labai maža, tai tokį nuokrypį nuo vidurkio 
negalime paaiškinti atsitiktinumu. A 


4 pavyzdys. Kompiuteris generuoja atsitiktines dvejetaines sekas taip, 
kad ženklų O ir 1 tikimybės kiekvienoje pozicijoje yra vienodos ir nepriklauso 
nuo kitų pozicijų. Ženklų seka skaidoma grupėmis, sudarytomis iš vienodų 
ženklų, pavyzdžiui, 11, 000, 111, 0000. Apskaičiuokime vidutinį grupės 
ženklų skaičių X,,, dalydami sekos ženklų skaičių iš grupių skaičiaus. 


n? 


Aproksimuosime dydį X ,, kai grupių skaičius x didelis. 
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A Tarkime, kad X; — k-tosios grupės ženklų skaičius. Šie atsitiktiniai 
dydžiai yra nepriklausomi ir pasiskirstę pagal geometrinį dėsnį su parametru 


p= " „taigi X, — 03) su visais k = I, n. Apskaičiuojame vidurkį ir disper- 


siją: 
Mx,=1-2, DX, =!-P-2, 
p p 
„7.14 1 a 2 
Kadangi X, =-YA, „tai MX,=2 ir DX,=-. 
SE n 
Įdomu tai, kad DX, —> 0, kai 7 > » . Pakomentuokite. 
Iš Chinčino didžiųjų skaičių dėsnio išplaukia, kad su kiekvienu € > 0 
P(|X,-2|<2)>1, 
kai ne. 


Vadinasi, kai grupių yra daug, labai tikėtina, kad vidutinis grupės simbo- 
lių skaičius X, = 2. 
Centrinė ribinė teorema pagrindžia tokį teiginį: kai grupių skaičius 


didelis, A, skirstinį galima aproksimuoti normaliuoju skirstiniu. Tada, 


remdamiesi trijų sigmų taisykle, galime tvirtinti, kad aproksimacijos paklaida 


Iš, -al3,. A 
n 


Kaip generuojamos atsitiktinės sekos ir kokie yra jų taikymo praktikoje 
motyvai, plačiau nagrinėsime kitame skyrelyje. 


10.4. Monte Karlo metodas 


Apibūdinsime statistinių eksperimentų metodą, vadinamą Monte Karlo 
metodu. Teorinis jo pagrindas yra didžiųjų skaičių dėsnis ir centrinė ribinė 
teorema. 

Monte Karlo metodas — tai uždavinių sprendimo vartojant atsitiktinius 
arba pseudoatsitiktinius skaičius būdas. Kompiuteriu modeliuojami atsitiktiniai 
dydžiai ir apytiksliai skaičiuojami tikrųjų reikšmių įverčiai. Šio metodo esmę 
galime nusakyti taip. Norėdami apskaičiuoti dydžio a reikšmę, iš pradžių 
parenkame atsitiktinį dydį X ir tokią funkciją /, su kuria dydžio Y = AX) 
vidurkis būtų lygus ieškomajam a, t. y. MY = MX) = a. Paskui generuojame 
dydžio X n reikšmių Xi, A5, ..., A, ir skaičiuojame empirinį vidurkį f. = 


Yu „čia Yr = f(X,) ir MY, =asu visais k= I, n. 
kZI 


227 


Iš Chinčino teoremos 
P(7, al <£)—>1, 


kai n1—>, išplaukia, jog, esant dideliam eksperimentų skaičiui m, labai 
tikėtina, kad ieškomasis dydis 


1 pavyzdys. Monte Karlo metodu apytiksliai apskaičiuokime integralo 
1 

I= f fax 
0 


reikšmę. 
A Imame atsitiktinį dydį X — T(0, 1). Jo tankis p(x) = 1, kai xe [0,1]. 
Tuomet 


- 1 
M/(X)= |/G)p)dx= | Far, 
o 0 


I=Mf(X). 


Šioje formulėje teorinį vidurkį pakeitę jo įverčiu (aritmetiniu vidurkiu), 
gauname apytikslę integralo reikšmę: 


T,- LS TO0Ų) 
Nzzi 


čia X, -T(0,1). A 
Jeigu, pavyzdžiui, norime apskaičiuoti integralą 


“x 
IM —a (c>0, A>0), 
x 


tai imame p(x)= ig „kai x 20 (eksponentinis skirstinys), o 
0,kaix<c, 
x)= 
0) Ž kaixZ2c. 
x 
Tada 
1 n 
I=M/X)= = Y 704), 
k=I 


kai Xp = E(0). 
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Lieka atsakyti į du klausimus: 


I) kaip įvertinti paklaidą |Y, - al? 





| 2) kaip generuoti atsitiktinius dydžius X,, k = ILn? 
Trumpai aprašysime atsakymo į juos paieškos metodus. 
1) Paklaidą 








= al įvertinsime pasinaudodami centrine ribine teorema. 


Kai n pakankamai didelis, atsitiktinio dydžio Y, = 1 Y, skirstinys yra 
Nizi 


artimas normaliajam (jei dispersija DY, < <), be to, MY, =a, DY, = 


6. 
== 1 
n 


galime taikyti sigmų taisyklę (pavyzdžiui, trijų sigmų taisyklę): 








P| |7, -4|<3-— |= 0,997. 
Vn 
Taigi labai tikėtina, kad |Y, -a|<3-S-. 
n 


Praktiškai standartas G būna nežinomas, todėl imame statistinį jo įvertį 


Š= SA 


Ayži 


Pažymėsime, kad absoliučioji paklaida yra E eilės dydis eksperimentų 
n 
skaičiaus atžvilgiu. Be to, ji priklauso nuo eksperimento reikšmių (Y,, 


k= In) tikslumo (stabilumo) — dispersijos DY, = 6“, 


2) Iš pradžių apibūdinsime bazinių atsitiktinių dydžių sąvoką ir jų 
generavimo procedūrą. 
Nagrinėkime eksperimentą su simetriška moneta. Pažymėkime: 


k? 


1, kai k-tuoju metimu atvirsta herbas, 
0, kai k-tuoju metimu atvirsta skaičius. 


| Jei eksperimentas kartojamas stabiliomis sąlygomis, dydžiai Xi, X2, ..., X, 
| yra nepriklausomi ir pasiskirstę vienodai. Kadangi A, gali įgyti tik dvi reikš- 
mes: 0 arba I, tai suma 


s.= y a 
k=l 


yra dvejetainė trupmena, kurios atsitiktiniai skaitmenys X,, X,, ..., X,. Ši suma 
gali įgyti 2" vienodai galimų skirtingų reikšmių, priklausančių atkarpai [0, 1]. 
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Todėl, kai 7 reikšmės didelės, atsitiktinis dydis S, mažai skiriasi nuo atsitikti- 
nio dydžio X- T(0, 1). 

Apibrėžimas. Atsitiktinį dydį 04 — T(0,1) vadiname baziniu atsitiktiniu 
dydžiu (b. a. d.). 

Priminsime, kad jo tankis 


I, kai xe [0,1], 
Pal)— | kai x€ [0,1], 
o pasiskirstymo funkcija 
0,kaix< 0, 
F,(x)=34x,kai xe [0,1], 
I,kaix>1. 


Atsitiktiniais skaičiais vadinsime bazinio atsitiktinio dydžio d: reikšmes 
O,,02,..., A, . Visos jos yra atkarpoje [0, 1]. 

Tiksliai generuoti atsitiktinio dydžio 0 reikšmes (atsitiktinius skaičius) 
praktikoje neįmanoma. Vieną apytikslį šių skaičių generavimo metodą apibū- 
dinome atsitiktinės dvejetainės trupmenos S, algoritmu. Pažymėsime, jog yra 
sudarytos šių skaičių lentelės (žr. 5 priedą). Lentelių naudojimas reikalauja 
didelės kompiuterio atminties, todėl yra neracionalus. Kitas atsitiktinių skaičių 
generavimo būdas — specialių fizinių daviklių naudojimas (pavyzdžiui, signalų 
fliuktuacijos elektroniniuose įrenginiuose). Taikant šį metodą, nereikia didelės 
kompiuterio atminties, tačiau sunku išlaikyti skaičių generavimo stabilumą. 

Šiuo metu dažniausiai vartojami pseudoatsitiktiniai skaičiai. Jie gaunami 
ne atsitiktiniu, bet determinuotu rekurenčiuoju būdu. Pseudoatsitiktinių skaičių 
savybės sutampa su atsitiktinių skaičių, t. y. b. a. d. 4 reikšmių, savybėmis. Vie- 
nas šio metodo trūkumų - cikliškumas (po tam tikro numerio skaičiai kartojasi). 

Atsitiktinius skaičius galima generuoti naudojant Pascal procedūrą 
RANDOMMIZE ir funkciją RANDOM(n), EXCEL funkcijas RAND bei 
RANDBETWEEN, MATCHAD funkcijas RUNIF(n, a, b) ir REXP (n, A.)irt. t. 

B. a. d. 0 reikšmių visuma — atsitiktiniai skaičiai Oj, 02,..., 04, arba 
pseudoatsitiktiniai skaičiai - yra Monte Karlo metodo taikymo pagrindas. Kitų 
(nebazinių) atsitiktinių dydžių reikšmės generuojamos reikšmėmis (Op, 
k= I, nį . Kaip tai atliekama? 

Tarkime, kad atsitiktinio dydžio X pasiskirstymo funkcija F yra tolydi. 

Teorema. Atsitiktinis dydis 0 = F(X) pasiskirstęs atkarpoje [0, |) 
tolygiai, taigi 0 yra bazinis atsitiktinis dydis. 

A F.lx)=P(a<x)=P(F(X)<x)= P(X < F“ (x))= F(F" (x))=x 
su visais xe [0, 1]. Taigi 4— 7(0,1), o tai reiškia, kad F(X) yra bazinis 
atsitiktinis dydis. A 
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Vadinasi, tolydžiojo dydžio X“ reikšmes galime apskaičiuoti pagal 
algoritmą 
X=F (a). 


Šis atsitiktinių skaičių generavimo algoritmas vadinamas atvirkštinės 


funkcijos metodu. 
Tarkime, kad G, yra atsitiktinis skaičius. Tada, spręsdami lygtį 


F(x,)=0;, gauname tolydžiojo atsitiktinio dydžio X reikšmę x, = F "a, ). 

Pakartoję šį algoritmą 7 kartų, generuojame atsitiktinio dydžio X reikšmes x;, 

X», ..., X,. Faktiškai ta procedūra yra atsitiktinio dydžio X kvantilių ieškojimas. 
2 pavyzdys. Atsitiktinis dydis X pasiskirstęs pagal Veibulo dėsnį: 
F(x)=1-e"" (y>0), kai x20. 


Kaip modeliuoti dydį X? 
A Joreikšmes generuojame atvirkštinės funkcijos metodu: 
1-6 =a,, k=1,2,.. 
Išsprendę lygtį, gauname atsitiktinio dydžio X reikšmes: 
1 
xk =(-In(1-0,5))", k=1,2,... 
Dydžių 1 — G ir G skirstiniai yra vienodi (pagrįskite!), todėl x, = 
U 
=(-Ino,)'. A 


3 pavyzdys. (Normaliojo atsitiktinio dydžio modeliavimas.) Atsitiktinis 
dydis X - N(0, 1). Kaip jį modeliuoti? 
A Jo reikšmes galime generuoti atvirkštinės funkcijos metodu, spręsda- 


mi lygtis D(x) = Ap, t. y. 
ž IE 2dy=0,, k=1,2,.. 


Atvirkštinės funkcijos “! reikšmes imame iš lentelių. Realizuoti tai 
kompiuteriu nepatogu, nes lentelę reikia įrašyti į kompiuterio atmintį. 
Praktikoje naudojami kiti, racionalesni, algoritmai. 

A) Sudėties metodas siejamas su centrinės ribinės teoremos teiginiais. 


nekis 1 | : Bs šias " 
Prisiminkime, kad M, = Tada iš centrinės ribinės teoremos iš- 


plaukia, jog centruotos ir normuotos sumos 
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Dai 
sb 
k=1 2 


n 
12 

skirstinys, kai 7 —> o» , konverguoja į standartinį normalųjį skirstinį. Kai n = 

= 12, praktiškai gauname pakankamai gerą normaliojo atsitiktinio dydžio aprok- 

simaciją b. a. dydžiais. Taigi galime taikyti tokią standartinio normaliojo 

dydžio reikšmės x generavimo formulę: 


B) Galima įsitikinti (žr. [10]), kad atsitiktiniai dydžiai 
X, =J-2Inacos2x0 ir X, = /—2lnasin 210 


yra nepriklausomi ir pasiskirstę pagal standartinį normalųjį dėsnį. Imdami b. a. d. 0 
reikšmę O, , gauname dvi normaliojo atsitiktinio dydžio X reikšmes x, ir x;. A 

Nestandartinio normaliojo dydžio Y — N(m,o) reikšmes generuoja 
tiesinė funkcija 

Y=oX + m, kurios X = N(0, 1). 

Dabar apibūdinsime diskrečiojo atsitiktinio dydžio X su skirstiniu 
P(X =x,)= p, (k = 1, 1) modeliavimo algoritmą. Šio dydžio pasiskirstymo 
funkcija F yra laiptuota ir trūki, todėl atvirkštinė funkcija arba neegzistuoja, 
arba yra nevienareikšmė. Vadinasi, atvirkštinės funkcijos metodas reikšmėms 
x, (k Z1) generuoti netinka. 

Žinome, kad tikimybė p, = P(x4 < X < Xp )= FC) )— FG) yra ly- 
gi funkcijos F šuolio reikšmei taške x;. Pasiskirstymo funkcijos F reikšmių 
aibę — atkarpą [0, 1] - suskaidykime į 7 nesusikertančių intervalų: 

A, =[0, pi), A> = [ys Pi + P2), 5 


k-l k n-l 
As =| > bi i |psAp = p P 
į=1 į=1 į=1 


Intervalo A, ilgis lygus p, (k =1, 2). 

Diskrečiojo atsitiktinio dydžio X reikšmių x generavimo algoritmas gali būti 
toks: 

1) atkarpą [0, 1] padalijame į nesusikertančius intervalus A;, k = 1, n; 





2) kompiuteriu (arba iš lentelių) generuojame b. a. d. 0 reikšmę O; ; 


3) nustatome, į kurį iš intervalų A, (k = 1, n) patenka Oj. 
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Jei a, € A; , tai atsitiktinis dydis X įgyja reikšmę x,. Tikrai, nes 
Pi +.-.+ P; 
P(o, < A,)= ĮpeOd=(; Pt DK) Pt Piai) = Pk 
Pyk tPa 
su visais k = In. 

Toliau kartodami algoritmo antrąją ir trečiąją procedūrą, gauname norimą 
skaičių atsitiktinio dydžio X reikšmių. 

Panašiai modeliuojame ir pilnąją atsitiktinių įvykių A;, ..., A, grupę. 
Atsitiktinių dydžių (ir ne tik jų) modeliavimo algoritmai aprašyti [10] knygoje. 
Kompiuterinė algoritmų realizacija (18 skirstinių) pateikta [4] knygoje, o jos 
praktinės galimybės apibūdintos [2] knygoje. 

Baigdami šį skyrių, pastebėsime, kad tikimybių teorija tiria ir netiesinių 
funkcijų g„(Xi, ..., A,) asimptotiką. Dažni teoriniai ir praktiniai modeliai yra 

Z,= max(X,, X3,..., X,), 

W,=min(X,, X3,..., X,), 

M,= X X5...X,. 


4 pavyzdys. Tarkime, kad X; - E(J.) (k = In )-— nepriklausomieji atsi- 
tiktiniai k Imkime Z,= max(X,, X;,..., X,) ir normalizuotą maksi- 





mumą Ž,= „a„€ R,b,e R, . Parinkdami tinkamas konstantas a, ir 


>"n 
n 


b,„, ištirkime normalizuotų I Šipiė“ Pa asimptotiką. 





A Imdami a, = se b, „= + Bauname: 
A “ Nr 
P(Ž,<x)=|1-e | * -|1-“ | 
n 


Iš čia 
P(Z,<x)=>€6“ (xe R), kai n=>. 


Matome, kad ribinis skirstinys yra ne normalusis, bet dvigubas 
eksponentinis. Kai x didelis, atsitiktinį dydį Z, apytiksliai galime išreikšti taip: 


ži x+Inn AAA A 
A 
čia A, - atsitiktinis dydis, kurio pasiskirstymo funkcija P(X, <x)= = Ė*. 


Užrašytą apytikslį algoritmą galime taikyti  modeliuodami didelio 
komponenčių skaičiaus maksimumą. Dydžio AX, reikšmes lengvai generuojame 
atvirkštinės funkcijos metodu: X, =-In(-Ino). A 
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Uždaviniai 


1. Nepriklausomųjų atsitiktinių dydžių seka (X,, k21) apibūdinama 
šiais skirstiniais: 








b) p, (x)= ke“ 50 


e) Pr, (x)= „xe R. 


l 
T(1+ x?) 
Ar galioja šiais atvejais didžiųjų skaičių dėsnis? Jei galioja, užrašykite jį. 
2. Nepriklausomųjų atsitiktinių dydžių seka (AX,, 21) apibūdinama 
šiais skirstiniais: 








Ar galioja šiai sekai didžiųjų skaičių dėsnis? 


3. Atsitiktinių dydžių (X,, k21) vidurkiai vienodi, o dispersijos 
tolygiai aprėžtos. Ar galioja šiai sekai didžiųjų skaičių dėsnis, jei cov(A;, Xx) < 
<0Osu visais k £ m? 


4. Apskaičiuokite tikimybę P(|X - MX < 3/DX), kai X tikimybės 
skirstiniai yra: 

a) X - N(m, 0); 

b) X - E(A); 

c) X -T(-1,1); 

d) X - P (0;0,9). 

Palyginkite šią tikimybę su įverčiu, kuris gaunamas remiantis Čebyšovo 
nelygybe. 
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5. Charakteristinių funkcijų metodu pagrįskite Bernulio didžiųjų skaičių 
dėsnį. 

6. Nežinomą dydį 4 numatoma matuoti 10 kartų. Laikydami, kad 
matavimo rezultatai X, ..., Xj; yra nepriklausomi ir turi normaliuosius 


skirstinius su MX; = Air DA; = 0,01 (k = 1,10 ), apskaičiuokite paklaidą €, su 


kuria 
„10 
P|-—- >) X, - A 
2 * 


7. Tarkime, kad žmogaus žingsnių ilgiai yra nepriklausomieji atsitiktiniai 
dydžiai, tolygiai pasiskirstę intervale nuo 70 cm iki 80 cm. Kokia tikimybė, 
kad žmogus, padaręs 10 000 žingsnių, nueis atstumą, ne mažesnį kaip 7,49 km 
ir ne didesnį kaip 7,51 km? 








< | 0,99. 


8. Tikimybė, kad laikotarpiu T suges vienas kondensatorius, lygi 0,2. 
Apskaičiuokite tikimybę, kad per laikotarpį T iš 100 kondensatorių suges: 

a) mažiau negu 28 kondensatoriai; 

b) ne mažiau kaip 20 kondensatorių; 

€) nuo 18 iki 26 kondensatorių. 


9, Tikimybė, kad detalė yra aukščiausios kokybės, lygi 0,8. Atsitiktinai 
imame 1600 detalių. Kokie gali būti tokių detalių rėžiai su tikimybe, lygia 
0,95? Nuorodos: 

a) taikykite apytikslę formulę 


"| <ejealej) (4=1- p); 
P4 


--P 

n 
b) remkitės Čebyšovo nelygybe. 
Palyginkite a) ir b) rezultatus. 








10. Charakteristinių funkcijų metodu įrodykite integralinę Muavro ir 
Laplaso teoremą. 


11. Nepriklausomųjų atsitiktinių dydžių (AX,, k21) skirstiniai yra 
Pareto skirstiniai 


R. G)=1-1 (x21, 0>0). 

x 
Ar galioja šiai sekai didžiųjų skaičių dėsnis ir centrinė ribinė teorema? 
12. Duota nepriklausomųjų atsitiktinių dydžių seka (X,, k 21) su 


Ar ia dgs xe R. 
27 


235 


Imdami Z,= max(AX,, X;,...,X,„) ir normavimo konstantas a,=0, 


b„=, įrodykite, kad 
T 


l 

virtos ja H(x)=e * (x>0), 
kai n—>—. 

13. Duota nepriklausomųjų atsitiktinių dydžių, tolygiai pasiskirsčiusių 
atkarpoje [0, 1], seka (X,, k 21). Įrodykite, kad 

P(nmin(X,,..., X,)<x) > L(x)=1-e"" (x 20), 
kai n—>—. 

14. Sistemos ilgaamžiškumą apibūdina elemento funkcionavimo atsitikti- 
nė trukmė T, kurios vidurkis MT = 10 h ir standartinis nuokrypis 6 = 2 Ah. 


Sistema privalo funkcionuoti 2200 valandų. Kiek tokių elementų reikia 
rezervuoti, norint užtikrinti 9594 sistemos patikimumą? 


15. Atsitiktinis dydis X — P (A). Įrodykite, kad 
Įš -MX 


P a 


kai A) >. 
16. Nepriklausomieji atsitiktiniai dydžiai (X,, k 21) su vienodomis tiki- 


n 
mybėmis gali įgyti tik reikšmes —1 arba 1. Tarkime, kad S, = Vadų (a, — 
k=I 
konstantos). 
a) Raskite S, charakteristinę funkciją. 


b) Imdami a, = gr įrodykite, kad S, skirstinys konverguoja į tolygųjį 
intervale (-1, 1) skirstinį. 


17. Vartodami 100 atsitiktinių skaičių, Monte Karlo metodu apskaičiuo- 
kite apytikslę integralo 


reikšmę /. Reikšmę / palyginkite su tiksliąja reikšme /. 
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18. Kiek eksperimentų reikia atlikti apskaičiuojant integralą 
r 


2 
Į = [cos xdx 
0 


Monte Karlo metodu, kad su tikimybe 0,9 galima būtų tvirtinti, jog santykinė 
apskaičiuotos integralo reikšmės paklaida yra mažesnė už 5907 


19. Sistemą (65 pav.) sudaro trys ne- 
priklausomai funkcionuojantys elementai, 
kurių patikimumas P(4,),k=1,2,3. Mo- 





deliuodami sistemą Monte Karlo metodu P(4,)=0,9 

(imkite 50 reikšmių), apskaičiuokite siste- P(4;) =0,7 
mos patikimumą ir įvertinkite absoliučiąją 

bei santykinę paklaidą. 65 pav. 


20. Nepriklausomųjų dydžių X ir Y skirstiniai yra Veibulo ir tolygusis 
skirstiniai: 


5 y-l1 
Fy(x)=1-e"", x20); F0)= T: I<y<5. 


Monte Karlo metodu apskaičiuokite atsitiktinio dydžio 
Z= X+Y 
JI+Y 


apytikslę vidurkio reikšmę. 





21. Atsitiktinio dydžio X pasiskirstymo funkcija 
0,kaix<-3, 


Ž4Žkai-3<1€0, 


F(x)= 3 


+  ,kai0<x<4, 
2 32 
I,kaix >4. 
Pateikite šio dydžio reikšmių generavimo algoritmą. Sugeneravę A 


reikšmių, apskaičiuokite aritmetinį jų vidurkį ir palyginkite jį su teoriniu 
vidurkiu. Imkite 7 = 10, 20, 50. 


ATSITIKTINIAI PROCESAI 


Tą tikimybių teorijos dalį, kuri apibūdina atsitiktinius įvykius ir 
dydžius, galime vadinti atsitiktinių reiškinių statika. Čia nagrinėjami 
reiškiniai, vykstantys pastoviomis eksperimento sąlygomis. 

Gamtos mokslai, ekonomika ir technikos mokslo šakos iškėlė užda- 
vinių, dar netirtų atsitiktinių dydžių teorijos. Domino proceso, t. y. reiš- 
kinio, vykstančio laikui bėgant, dėsningumai. Trečiajame šio amžiaus 
dešimtmetyje sukuriama dinaminė tikimybių teorijos dalis — atsitiktinių 
procesų teorijos pagrindai. 

Šiame skyriuje lakoniškai, kartais neįrodydami, pateiksime svarbes- 
nius atsitiktinių procesų teorijos teiginius. 


11.1. Atsitiktinio proceso apibrėžimas 
ir pavyzdžiai 


Tipiškas atsitiktinio proceso pavyzdys yra Brauno judesys. Žinodami da- 
lelės koordinatę ir greitį esamu laiko momentu, negalime tiksliai nusakyti jos 
padėties būsimais laiko momentais. Vėliau įsitikinsime, jog šį nedeterminuotą 
procesą galima apibūdinti tikimybiniais metodais, nurodant tikimybę, jog da- 
lelė bus vienoje ar kitoje erdvės dalyje, vidutinį dalelių skaičių ir t. t. 

Apibendrindami atsitiktinio dydžio sąvoką, apibrėžėme atsitiktinį vekto- 
rių — baigtinę atsitiktinių dydžių sistemą. Dabar kalbėsime apie begalines dy- 
džių sistemas. 

Apibrėžimas. Atsitiktinių dydžių sistemą (X(t), t e T), nusakytą erdvėje 
(0,7, P), vadiname atsitiktiniu procesu. 

Iš apibrėžimo išplaukia, kad atsitiktinis procesas X(/) = X(/, 0) yra dvie- 
jų kintamųjų funkcija: elementariojo įvykio 0e €2 (atsitiktinumo) ir parame- 
tro / € T. Tradiciškai parametras / vadinamas laiku. 

Fiksuodami laiko momentą /; € T, gauname atsitiktinį dydį X(t5,0), 


vadinamą proceso pjūviu, arba proceso reikšme laiko momentu /4. 

Jei fiksuojame 04€€2 (atliekame eksperimentą), gauname neatsitiktinę 
funkciją X(/, (04), vadinamą proceso realizacija (baigtimi). Realizacija yra viena 
iš galimų proceso įgyjamų „kreivių“, kurią stebime konkrečiame eksperimente. 
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Vadinasi, atsitiktinį procesą galime apibūdinti dvejopai: apibrėžti arba 
proceso realizacijas ir tikimybinius jų skirstinius, arba proceso pjūvius ir jų 
skirstinius. Pasirinksime antrąją proceso tyrimo koncepciją. 


Proceso įgyjamų reikšmių aibę X vadinsime fazine erdve, arba būsenų 
aibe. Atsitiktinis procesas X(/) dekartinę sandaugą €2x 7 atvaizduoja į realiųjų 


skaičių aibės R poaibį X: OxT— L, X c R. 

Pateiksime keletą atsitiktinių procesų pavyzdžių. 

1. X(/) - elektroninės lempos anodo įtampa. Įtampai visada būdingi atsi- 
tiktiniai svyravimai, todėl ją laikysime atsitiktine laiko funkcija. Turėdami ke- 
letą vienodų charakteristikų lempų ir grafiškai pavaizdavę kiekvienos lempos 
faktinę įtampą, gauname skirtingas proceso realizacijas. 

2. X(/) - pokalbių užsakymų skaičius laikotarpiu [0, /] telekome. 

3. X(/) - vandens lygis Nemune per metus. 

4. X(f) - suskilusių radioaktyviosios medžiagos atomų branduolių skai- 
čius laikotarpiu [0, /]. 

5. X(/) - akcijos kaina biržoje per metus. 

6. Atsitiktinės amplitudės harmonika X(/) = X sin /; čia /€ [0,21], o X- 
diskretusis atsitiktinis dydis su skirstiniu P(X =1) = pį, (x-;)- Po, 


P(X =0)= pą. XV 


Yra trys skirtingos proceso realizacijos: 
. La ias . 
sin /, S aki, 0O-sin/ (66 pav.). Vykstant 
eksperimentui, procesas jas gali įgyti atitin- 
kamai su tikimybėmis pį, p> ir p3. Apibūdi- 


nome procesą, nurodydami galimas jo reali- 
zacijas ir skirstinius. 





66 pav. 


Fiksavę laiką / = /4, gauname atsitiktinį dydį X(/9). Imkime, pavyzdžiui, 
lų= 2 „ Tada pjūvio (5) skirstinys yra toks: 


(eto 


Panašiai nusakydami pjūvius bet kuriais laiko momentais /€[0, 27], 


apibūdinsime procesą pjūvių visumos požiūriu. 
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11.2. Atsitiktinio proceso charakteristikos 


Sakykime, turime atsitiktinį procesą (AX(/), / e T,. Fiksuokime argumentą 
tą < T. Tada proceso pjūvis X(/4) yra atsitiktinis dydis, o jo pasiskirstymo funk- 
cija F(x|/4)= P(X(14) < x) — visiška atsitiktinio proceso A(/) charakteristika 
taške /j. Tai vienmatė proceso pasiskirstymo funkcija. Kai pjūvis yra tolydusis 

is S AS ga ais sias anais : dF(x|t 
atsitiktinis dydis, skirstinį galime apibūdinti tankiu p(x|/4)= Da xe R, 

x 
kai diskretusis — tikimybėmis P(x; |/4) = P(X(/5)=x;), k 21. Imdami 
skirtingas reikšmes / € T, rasime atsitiktinio proceso X(/) vienmačius skirstinius. 
Jie procesą apibūdina ne visiškai, pavyzdžiui, neatspindi atskirų proceso pjūvių 
ryšio. 

Fiksuokime laiko momentus /;€ T (i=1,n) ir imkime proceso pjūvių 
n-matį atsitiktinį vektorių (X(1), X(45), .., X(1„)). Šio vektoriaus skirstinį 
vadiname atsitiktinio proceso X(/) baigtiniamačiu skirstiniu. Jį galime 
nusakyti 7-mate pasiskirstymo funkcija: 

F(xj,X2,--, X, |115155--,14)= P(X()) < x, X( 5) < Xo,..., X (IL) < X,) 
su visais (Xp ;X55 5 X,)e RV. 

Norint visiškai apibūdinti atsitiktinį procesą, reikia žinoti baigtiniamačius 
jo skirstinius. Suprantama, operuoti su daugiamačiais skirstiniais praktiškai yra 
sudėtinga. Tačiau daugelį svarbių uždavinių galima išspręsti vienmačių ir 
dvimačių skirstinių bazėje. 

Glaustai pateiksime kitas atsitiktinio proceso charakteristikas. Sakykime, 
proceso X(/) vienmačiai ir dvimačiai skirstiniai išreikšti tankiais p(x|/) ir 


plx, y|t, t). 
Atsitiktinio proceso A(/) vidurkiu vadiname neatsitiktinę funkciją. 


MX()=m(1)= X()= j xp(x |t)dx. 

Su kiekviena fiksuota 7 reikšme m(/) yra proceso pjūvio vidurkis. 
Geometrinė vidurkio m(/), kai / € T, interpretacija tokia: kreivė, apie kurią 
telkiasi proceso realizacijos. 

Atsitiktinio proceso AX(/) dispersija vadiname neatsitiktinę funkciją 


DX()=5*()=M(AX()- MY = [(— MO) p(x| ax. 

Atsitiktinio proceso dispersija apibūdina proceso realizacijų sklaidą apie 
vidurkį. Proceso vidurkio ir dispersijos savybės sutampa su atsitiktinio dydžio 
analogiškų charakteristikų savybėmis. 
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0 
Pažymėkime X(/) = X(/)-m(/) centruotą procesą. Centruotų pjūvių 


0 0 
X(1) ir X(/) sandaugos vidurkį vadiname proceso X(/) koreliacine funk- 
cija: 


Kylt, (> MXA(OX(= | [em mp I, FYdedy. 


Kai / ir £'- fiksuotos reikšmės, koreliacinė funkcija yra pjūvių X(/) ir X(+') 
kovariacija. Vadinasi, ši dviejų argumentų funkcija (geometrine prasme — pa- 
viršius) yra dviejų proceso pjūvių ryšio charakteristika. Išvardysime korelia- 
cinės funkcijos savybes: 

+ Kylt,f)=Kyll, t). 

+» Kylt, ()= DX()). 

+ "Kai Ę(t) - neatsitiktinė funkcija, tai 

Kyxsęlt, €)= Kylt, ), 

Kay(t, €)= Ę()0(F)K x (t, V). 

+ |Kylt £)|< o(rjo(f). 


+  Koreliacinė funkcija yra neneigiamai apibrėžta: 


n 
Vaa;Kyllų, 1,)20 
k, j=l 


su visais n, t, e Tir a, e R, k=|,n. 
A Tikrai, nes 


Vaja;kKlų, pe a; X) Ya, šu) 
j=l 


n 
k,j=1 k=I 


2 


k=l 

Normuotoji koreliacinė funkcija 
Keli 

pxti, )-Ž1 O 
G(/)o(/) 
yra koreliacijos koeficiento analogas. 

+ bxls As! 

5 Px (r, t) =l. 

Kai procesas X(/) = U(/) + i V(A) yra kompleksinis, jo vidurkis m(/ = 
= MU(Ą + i MV(). 
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Koreliacinė funkcija 


Kylt (= MX OX(); 
čia * žymi jungtinį kompleksinį skaičių. 

Dispersija 

DX(1)= Ky(t, )=M|X()-m() P. 

Tarkime, kad turime du procesus: (X(/), / e T, ir (Y(s), s e S). Korelia- 
cinė ryšio funkcija 

Ryy(t, s)=M X) Y(s). 

Jei Ryy(/, s) = 0, sakome, kad procesai yra nekoreliuoti. 

Proceso vienmatė charakteristinė funkcija apibrėžiama taip: 


o 


f(u|t)= Me") = [epo |!)dx 


00 


su visais ve R. 


Kadangi procesas apibūdinamas baigtiniamačiais skirstiniais, tai svarbi 

n-mačio pjūvio (X(/;), ..., X(/„)) charakteristinė funkcija 
i ŠukX Up) 
fuj |, 1, ) = Me 2 = 
o o i ŠukX Us) 

= | k S a POisistų | Lionotų) idėjos 

Pavyzdys. Atsitiktinis procesas 

X(1) = Xcos(0/ +Y), /€ T, 0 - konstanta; 
čia atsitiktinė amplitudė X ir atsitiktinė fazė Y yra nepriklausomieji atsitiktiniai 
dydžiai, be to, MX = 0, DX = 62 ir Y-T(-n,1). Apskaičiuokime proceso 


vidurkį, dispersiją ir koreliacinę funkciją. 
A Vidurkis 


MX(1) = MXM cos(0/+Y)=0. 
Koreliacinė funkcija 


K(t, F)=MX() X(/)=M(X? cos(ot + Y)cos(or +Y))= 


2 
s Moso -/) +cos(O(:+/)+2Y))= 


2 27 2 

[e] 5 6 5 | o j 
=—c0Ss0(£ — /)+— |cos(O(/+/)+2y)— dy = —cosO(/ —/). 
Teosa(/— += |eos(a(r+1)+2y)>=dy= Zcos0(/—1) 


-n 
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Dispersija 
62 
DX(/) = K(t, 1) = Ka 


Įdomu tai, kad atsitiktinio proceso A(/) vidurkis ir dispersija yra pastovūs 
dydžiai, o koreliacinė funkcija priklauso tik nuo argumentų skirtumo. Pako- 
mentuokite. 


11.3. Atsitiktinių procesų klasifikacija 


Procesus skirstysime į klases, atsižvelgdami į bendrąsias jų savybes. 
Pagal aibių T (laiko aibės) ir X (būsenų aibės) sandarą procesai skirstomi į 4 
klases: 





Intervalas Diskrečioji aibė 





Intervalas Tolydžiojo laiko tolydusis | Diskrečiojo laiko tolydusis 


procesas procesas 
Diskrečioji Tolydžiojo laiko diskretu- | Diskrečiojo laiko diskretusis 
aibė sis procesas procesas 


Diskrečiojo laiko T = (0, 1, 2, ...) procesą A(/) vadinsime atsitiktine seka 
ir žymėsime (A;, k > 0). Atskirą tokių sekų atvejį — nepriklausomųjų dydžių 
seką — nagrinėjome 10 skyriuje. 

Toliau procesus klasifikuosime pagal jų skirstinių savybes. Pateiksime pa- 
grindinius, dažniausiai praktikoje pasitaikančius atsitiktinių procesų modelius. 

Stacionarieji procesai. Pagal tai, ar procesų charakteristikos priklauso ar 
nepriklauso nuo laiko atskaitos pradžios, procesai skirstomi į stacionariuosius 
ir nestacionariuosius. Procesą X(/) vadiname stacionariuoju siaurąja prasme, 
jeigu baigtiniamačiai jo skirstiniai nepriklauso nuo laiko momentų postūmio. 


Tai reiškia, kad su visais /, € 7 ir /„+17€7 (k = I, 2 ) n-matė pasiskirstymo 








funkcija 
F(xys Xp Xp | rs 555 Lp) = P(aų, X2, 5 X, | + T, 15 + T,..., L, + T). 
Atskiru atveju, kai 7 = 1, 2 ir T= —Ą , gauname: 
F(x|4)= F(x|0)= F(x), 
Flx,y| 41515) = Fly |). 


Vienmatė proceso pasiskirstymo funkcija nuo laiko nepriklauso (visi pjū- 
viai pasiskirstę vienodai), o dvimatė priklauso tik nuo laiko momentų skirtumo. 
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Apibrėždami stacionarųjį procesą, sunkiai patikrinamą baigtiniamačių 
skirstinių invariantiškumo laiko momentų postūmio atžvilgiu sąlygą dažnai 
keičiame pirmųjų dviejų eilių momentų sąlygomis: 


MX(1)=m, DX(1)=o7, K(r, (+1)= K(1). 


Procesą A(/), tenkinantį šias sąlygas (vidurkis pastovus, dispersija pas- 
tovi, o koreliacinė funkcija priklauso tik nuo argumentų skirtumo), vadiname 
stacionariuoju plačiąja prasme. Pažymėsime, kad pakanka pirmosios ir 
trečiosios sąlygos. Kodėl? 

Jei egzistuoja DX(/), tai stacionarusis siaurąja prasme procesas yra 
stacionarus ir plačiąja prasme. Kodėl? Tačiau iš stacionarumo plačiąja prasme 
neišplaukia stacionarumas siaurąja prasme. Pagrįskite. 

Atsitiktinių triukšmų lygį radijo imtuve, horizontaliai skrendančio lėk- 
tuvo svyravimą, tinklo įtampos svyravimą ir kitus nusistovėjusius procesus 
pakankamai gerai apibūdina stacionarieji modeliai. Fizikine prasme staciona- 
rumas reiškia, kad procesas vyksta stabiliomis sąlygomis. Pavyzdžiui, kad 
atsitiktinis procesas — siūlo storio kitimas — būtų stacionarus, tiriamuoju 
laikotarpiu turi nekisti gamybos režimas. 

67 paveiksle atsitiktiniai procesai pavaizduoti keliomis realizacijomis: a 
paveiksle turi stacionaraus proceso bruožų, o b paveiksle procesas yra 
nestacionarus. 





X) At) 
m(t) 
m 
1 1 
a) b) 
67 pav. 


Mūsų tirtas procesas X(/) = X cos( 0/ + Y) yra stacionarus plačiąja pras- 
me. Kodėl? 
Pateiksime stacionariosios sekos pavyzdį. 


1 pavyzdys. (Slenkamojo vidurkio procesas.) Sakykime, (X,„,n=0,+1, 
*+2,...; yra nepriklausomųjų vienodai pasiskirsčiusių atsitiktinių dydžių seka, 
kurios vidurkis MA“, = O ir dispersija DX, = 1. Apibrėžkime seką 
N 
ES až ns EL Es 
k=0 


čia koeficientai a; yra realiosios konstantos. Raskime šios sekos koreliacinę 
funkciją. 
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A Seka yra stacionari plačiąja prasme, nes MY, = 0, o koreliacinė 
funkcija 


N N 
K(n,n+m)=M ak) sim = 
j=0 k=0 
AyAy-„* Any m Tt am4ja,, kaim< N-I, 
0, kaim2 N 


nepriklausonuo 1: K(n,n+m) = K(m) „Dispersija DY, = K(0) = aš, + ki + 
+. ba. A 

Dažnai tyrimuose yra patogiau naudoti ne koreliacines funkcijas, bet jų 
Furjė transformacijas (pavyzdžiui, nagrinėjant atsitiktinius signalus tiesinėse 
sistemose). 

Stacionariojo proceso spektrinis tankis S(0) yra koreliacinės funkcijos 
atvirkštinė Furjė transformacija: 


S(0) - | e K (dt 


su visais 0€ R, kai integralas konverguoja absoliučiai. 
Iš apibrėžimo išplaukia, kad koreliacinė funkcija 
K)= [e*stodo 


Dispersija 


DX(:)= K(0)= f S(o)do 
apibūdina vidutinę proceso energiją, o S(0) — energijos skirstinį dažniais 0. 

Spektriniam tankiui būdingos tokios dvi savybės: 

+ S(0)20; 

e S(-0)= 5(0). 

Atsitiktinį procesą A(/) vadiname stacionariuoju baltuoju triukšmu, 
jeigu jo spektrinis tankis S(0)=c (c — konstanta) visame dažnių diapazone. 
Tokio proceso vidutinė nešama energija DAX(/) = o. Vadinasi, baltasis 
triukšmas realiai neegzistuoja. Tačiau tai naudinga matematinė abstrakcija. 


Neįrodydami pažymėsime, kad visi baltojo triukšmo pjūviai (net ir artimi) yra 
nekoreliuoti. 
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2 pavyzdys. Sakykime, koreliacinė proceso funkcija K(1)=o2e77!", 


«> 0,1e R. Tada spektrinis tankis 


o 


2 2 
—iOT- 62 67 
s(o)=2- je (erai = ———. 
2n Ra +0 





-o 


Koreliacinės funkcijos ir spektrinio tankio grafikai pateikti 68 paveiksle. 


Klt So) 








68 pav. 


Mažėjant parametrui Ot, koreliacinė funkcija slopsta lėčiau, o spektrinio 
tankio išraiškoje dominuoja žemieji dažniai. Didėjant ot, koreliacinė funkcija 
slopsta greičiau, o spektrinio tankio mažėjimas lėtėja ir žemųjų dažnių prio- 
ritetas mažėja. Atsitiktinis procesas vis mažiau skiriasi nuo baltojo triukšmo. 

Gauso (normalusis) procesas. Tai labai dažnas praktikoje ir gerai ištirtas 
procesas. Procesą X(/) vadiname Gauso procesu, jeigu baigtiniamačiai jo 
skirstiniai yra normalieji. 

Vienmatis šio proceso tankis 

l (x=m(t))" 
plx|t) “| 202(1) ! 


o dvimatis 
| 


1 
plxy|t,1)= STT 
2no(r)G(/)A1-pŽ (t, /) 2(1-p“ (t, £)) 


2 , 2 

- r —- ą = — 

MTL O E ALL O UBLIUD Li JA 
26“(+) G(/)o(/ ) o(f) 

Atkreipiame dėmesį į tai, kad abi šio proceso stacionarumo sąvokos 
sutampa, nes jo skirstiniai priklauso tik nuo pirmųjų dviejų eilių charakteris- 
tikų (vidurkių, dispersijų, koreliacinių funkcijų). 

3 pavyzdys. Atsitiktinis procesas yra dviejų harmonikų suma: 

X(t) = X, cos Ot + X, sin Or; 
čia X, - N(0,0) ir X; - N(0,0) — nekoreliuotieji atsitiktiniai dydžiai, o 
0 - neatsitiktinis parametras. Raskime dvimatį šio proceso tankį. 
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A MX(/)=M(X,cosū/ + X;sinot)=0, 

K(t, £)= MX(1)X(t)= o (cos Ot cos OF" + sin 0! sin of“) = 
=6ŽcosO(/-/), 

DX(:)= K(r, 1)=07. 

Pažymėję skirtumą //—/ raide T, gauname normuotą koreliacinę funk- 


ciją p(T)= cos OT. 


Šis stacionarusis plačiąja prasme procesas yra Gauso procesas, nes, 
sudėdami normaliuosius dydžius X, ir X;, gauname normalųjį dydį. 
Dvimatis tankis 


2 2 
5 x“ — 2xVCOSOT+ 
p(x,y|t, V)= p(x,y|1)= -—— tu ! A 


————- ex 
216“ |sin oTl || 2sin? oT 

Procesai su nepriklausomais pokyčiais. Procesą X(/) vadiname procesu 
su nepriklausomais pokyčiais, jei su visais /; <) </; <...</„ atsitiktiniai 
dydžiai 

X(tą), X()- X(tą), X(15)- Xh), X())- Xp) 
yra nepriklausomi. Tokio proceso pavyzdžiai gali būti difunduojančios dalelės 
greitis, suskilusių radioaktyviųjų branduolių skaičius ir t. t. 

Tarkime, kad proceso X(/) vidurkis MX(/) = m(/), o dispersija DA(/) = 
=6Ž(1). Tada su visais £' > t pokyčio X(r') - X(/) vidurkis M(X(/') - X(/)) = 
= m(f') - mt) ir dispersija D(X(/) - X()) = oŽ(/) -0*(/) . Pastarasis teigi- 
nys išplaukia iš proceso su nepriklausomais pokyčiais apibrėžimo: 

DX(£)=D(X(f)- X(1) + X(1)) = D(X(r)- X(1)) + DX(1). 


Kai su visais /€ T ir /+17€ 7(T>0) pokyčio X(++1)- X(/) skirsti- 
nys priklauso tik nuo trukmės T, procesą X(/) vadiname homogeniniu proce- 
su su nepriklausomais pokyčiais. Pateiksime procesų su nepriklausomais po- 
kyčiais pavyzdžių. 

Puasono procesas. Procesą N(/) (/€ [0,+++)) su nepriklausomais po- 
kyčiais vadiname Puasono procesu, jei: 

+» M0)=0; 

+ suvisais/> f pokyčiai N(/) — N( f ) yra stacionarūs ir pasiskirstę pa- 
gal Puasono dėsnį: 


Aye 
k! 


P(N(1)- N(/)=k)= „k=0,1,2,... 
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Imdami /' = 0, gauname: N(1) 
P(N())=k)=-—— 


Viena iš proceso N(/) realizacijų pa- 
teikta 69 paveiksle. 


MN(/)=A/, DN(1)=)AI, 
M(N(r)-N(V'))= MI -!), 69 pav. 
D(N(:)- N(/))= M). 


Šis tolydžiojo laiko diskretusis procesas apibūdina paprasčiausio srauto 
(žr. 9.2 skyrelį), kurio vidutinis intensyvumas A., įvykių skaičių laikotarpiu 
[0, /]. Pasinaudodami šia proceso interpretacija, rasime N(/) koreliacinę 
funkciją. Tarkime, kad + > £". Tada N(A) = Mt) + N(4) - N(t'); čia N(A) - srauto 
įvykių skaičius laiko momentu /, o N(/) - N(r') - jo pokytis laikotarpiu [/', 7]. 
Kadangi N(/') ir N(/) — N(/) yra nepriklausomi, tai lengvai randame proceso 
N(f) koreliacinę funkciją: 





KC, VY=MN(OJN()=M(N(F+ N() = N(YN(Y= 


= DN(F)+M(N()-N(VJJMN(V)=A1. 

Kai ; < //, gauname: K(/, f) =). 

Vadinasi, Puasono proceso koreliacinė funkcija 
K(t, f)=Amin(t, f). 


4 pavyzdys. Atsitiktinis telegrafo signalas — tai atsitiktinis procesas 
X()=(-0"OV X, 120; 


čia N(/) - Puasono procesas, kurio intensyvumas A, o X - nepriklausantis nuo 
N(H) atsitiktinis dydis, turintis skirstinį 


P(X=-)=5=PX =) 


Raskime proceso A(/) vidurkį, 
dispersiją ir koreliacinę funkciją. 

A Procesas gali įgyti dvi reikš- 
mes: —1 ir 1. Viena iš galimų jo reali- 
zacijų pateikta 70 paveiksle. 


MX() =M(-0)"MX =0, 





DX(/)=MX*(1)= MX? =1. 
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Koreliacinė funkcija 
K(t, £)= MX()X(/)= M((-D"V (DMX? = MY(OY(/); 
čia atsitiktinis procesas Y(/) = (10 65 skirstinys apibūdinamas taip: 
P(Y(+) =1) = P (atkarpoje [0, /] realizacija pasikeitė lyginį skaičių 
kartų) = e7*/ ia 
Ž 2Ė)I 
P(Y(/) =-1) = P (atkarpoje [0, /| realizacija pasikeitė nelyginį skaičių 
„San! 
sengimė 2 1! 
Ieškome sandaugos Y(/) Y(//) skirstinio: 
P(Y()Y()=1)=P(Y(+)=1, Y(/)=1)+P(Y(1)=-I, Y(/)=-I), 
P(Y()Y(/)=-1)=P(Y(()=1, Y(/“)=-1)+ P(Y(1)=-I, Y(/)=1). 
Tarkime, kad / < £'. Tuomet 
P(Y(()=1, Y(/)=1)= P(Y(+)=DP(Y(/)=1|Y(()=1) = 


=e"MchA/, 





=e" "shi. 


=e"MehA/ (laikotarpiu (/, /') realizacija pasikeitė lyginį skaičių kartų) = 
=e"V chare V -Deh XMF- A. 
Analogiškai 


P(Y(/)=-1, Y(/)=-1)=e" "sh Are" *€-Deh A -), 
P(Y(4)=1, Y(/)=-1)=e"MehMre"*€-Dsh A(-1), 
P(Y(1)=-1, Y(/)=1)=e""share"*V-OshA(F-1). 
Dabar 
MY(JY(/)=1-P(Y()Y(/) =) +(-DP(V(JY(/)=—-1)= 7), 
Kai />1, 
MY()Y(/)= 7-1), 


Pagaliau, pažymėję +" — / raide T, gauname telegrafo atsitiktinio signalo ko- 
reliacinę funkciją 


KŲ, (= K()=e NV, te R. 


Matome, kad telegrafo signalą galime taikyti stacionariu plačiąja prasme 
procesu. A 
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Vynerio procesas. Procesą W(/) su nepriklausomais pokyčiais vadiname 
Vynerio procesu, jeigu: 

+» WO0)-0, 

e pokyčiai W(/) — W(//) yra stacionarūs ir pasiskirstę pagal normalųjį 
dėsnį. 

Tai yra tolydžiojo laiko tolydusis A Ą 
procesas. Vynerio procesą su vidurkių 
MW) = O ir dispersija DX(/) = 62f 0 
vadiname Brauno judesio procesu. 
Brauno judesiui būdinga trajektorija 
pateikta 71 paveiksle. Pažymėsime, 71 pav. 
kad mūsų tirtas (Gauso procesas 
X(r)= X, cosO/ + X;sino/ nėra Vynerio procesas. Kodėl? 


Markovo procesai. Tai labai svarbi procesų klasė. Markovo procesams 
būdingas toks bruožas: jų skirstiniai būsimuoju laiko momentu visiškai api- 
būdinami proceso reikšmėmis esamuoju momentu ir nepriklauso nuo proceso 
praeities. Kai T - diskrečioji aibė, procesą X(/) vadiname Markovo grandine, o 
kai T yra intervalas — tolydžiojo laiko Markovo procesu. 

Apibūdinsime tik tuos Markovo procesus, kurių būsenų aibė (fazinė 
erdvė) yra diskrečioji: X = (są, sį, S>, ...). Būsenos s; (i 2 0) gali būti kokybi- 
nio tipo (aprašomos žodžiais) arba realieji skaičiai (proceso įgyjamos 
reikšmės). Pavyzdžiui, jei sistema S, kurią apibūdina procesas AX(/), yra techni- 
nis įrenginys, jos būsenos gali būti tokios: są — įrenginys nedirba, s, - įrenginys 
dirba ne visu pajėgumu, s; - įrenginys dirba visu pajėgumu. Kalbant apie lai- 
kotarpiu [0, /] emituotų elektronų skaičių, natūralu teigti, kad proceso būsenų 
aibė X = (0, 1,2, ...). 

Sakykime, T > O ir su visais k21 T, >0. Imkime proceso pjūvius 
X(t:+1), X(1) ir X(/—1,) bet kuriais laiko momentais +, /+1 ir !- Ty 
(k 21) iš aibės T. 

Procesą AX(/) su diskrečiąja būsenų aibe X vadiname Markovo procesu, jei 

P(X(r+7)=s, | X()=5;, X(U-Ų4)=5,, k2)= 

=P(X(:+1)=s, | X()=5;) 
su visomis būsenomis iš X. 

Sąlyginėmis tikimybėmis nusakytą sąryšį skaitome taip: tikimybė, kad 
laiko momentu / + T (ateityje) procesas bus būsenos s;, kai laiko momentu / 
(dabartyje) jis yra būsenos s; o laiko momentais /—T;, £—T2,... (praeityje) 


buvo būsenos s; , S; 
1 2 


„2, lygi tikimybei laiko momentu / + T būti būsenos s;. 


Vadinasi, proceso ateities evoliucijos sąlyginė tikimybė nepriklauso nuo pro- 
ceso praeities, o priklauso tik nuo jo dabarties. 
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Apibrėžimas turi prasmę, kai P(X(/)=s;, X(/—14) = Si, )Z0(k21). 


Tai būdinga tik diskrečiajai būsenų aibei X. 
Pateiksime keletą Markovo procesų pavyzdžių. 


5 pavyzdys. X(/) —- užsakymų skaičius ATS laikotarpiu [0, /]. Ryšių sis- 
temose laikoma, kad užsakymai nesusikertančiais laikotarpiais yra nepriklau- 
somi. Tada, imdami / > /,, gauname, kad užsakymų skaičius laikotarpiu [/9, /], 
išreikštas pokyčiu A(/) — X(/4), nepriklauso nuo proceso eigos iki /ą. Todėl, 
fiksavę X(/9), proceso X(/) ateities evoliucijos nepakeisime, jeigu gausime pa- 
pildomos informacijos apie proceso praeitį X(/—T), t > 0. 


6 pavyzdys. Sakykime, tiesės taškais, kurių koordinatės yra sveikieji 
skaičiai, klaidžioja dalelė: su tikimybe p ji peršoka į dešinįjį gretimą tašką arba 
su tikimybe g =1 — p - į kairįjį. Būsenų aibė X = (..., -2, -1, 0, I, 2, ...), 0 
procesas AX(k) = X; (k 2 0) yra atsitiktinė seka, apibūdinanti dalelės padėtį 
k-tuoju laiko momentu (po k šuolių). Klaidžiojančios dalelės koordinatę Xy+; 
(k+1)-uoju laiko momentu nusako jos dabartis Xi: 

Pius ji Ask PUB 
su visais k 2 O ir visomis būsenomis iš aibės X. Seka (A;, k Z 0) yra Markovo 
grandinė. 

Visi klasikinės mechanikos procesai, kurių būsenos apibūdinamos koor- 
dinate ir greičio komponente, yra Markovo procesai. Minėti Puasono ir Vyne- 
rio procesai taip pat yra Markovo procesų pavyzdžiai. 

Markovo procesų teorijoje svarbios sąlyginės tikimybės 

P(X()e B| X(s)= x) = p, (x, B). 

Tai perėjimo iš būsenos x laiko momentu s į būsenų aibę B C X laiko 
momentu / tikimybės. Kai p„(x,B)= p„„(x,B) su visais I, s, I“, s, su 
kuriais /—s =/—s" > 0, Markovo procesą vadiname homogeniniu. 

Diskrečiojo laiko su diskrečiąja būsenų aibe Markovo procesai sudaro 
įdomią procesų klasę ir yra gerai ištirti ([1]). Tačiau taikomoji jų reikšmė nėra 
ypatingai svarbi inžineriniuose tyrimuose. Praktikoje tipiškesni atvejai, kai 
sistema iš vienos būsenos į kitą pereina tolydžiu laiku. Tolydžiojo laiko su 
diskrečiąja būsenų aibe Markovo procesų viena klasė — dauginimosi ir nykimo 
procesai — labai aktualūs taikomąja prasme. Tai, pavyzdžiui, gali būti paraiškų 
skaičiaus aptarnavimo sistemoje kitimas, kurios nors biologinės populiacijos 
kitimas ir pan. 


11.4. Dauginimosi ir nykimo procesai 


Iš pradžių nagrinėsime bendrąjį tolydžiojo laiko + 2 0 su diskrečiąja 
būsenų aibe X = (5į, 55, ..., s,, ..-Į Markovo procesą. 
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Pažymėkime perėjimo iš būsenos s; laiko momentu s į būseną s; laiko 
momentu / tikimybę: 


Pyls,f)= P(X(r) =s; | X(s)= 5; ) 
su visais i, j 2 Lirs, / 2 0. Tarkime, kad procesas X(/) yra homogeninis, t. y. 


perėjimo tikimybės laikotarpiu [s, + + s] priklauso tik nuo to laikotarpio 
trukmės: 


P(X(r:+5)=s; | X(5)=5;)= p (0) 
arba, kai s = 0, 
P(X()=s; | X(0)=s;)= pj (0). 
Imkime perėjimo tikimybių p;(/) matricą 
Pal) Pialf)  Pip(() 
Pal!) Pal!) Pal) 


Pa(l) P„2(l) S Pin(t) 
Ji yra stochastinė: 


+ pj(()20 suvisais i, j 2 0; 


+ Npj()=1. Kodėl? 
J 
Pradinį proceso skirstinį galime apibrėžti dvejopai: 
+ fiksuojame pradinę būseną s; ; tada P(X(0)=s;)=1; 


+ suvisais / 2 I apibūdiname tikimybės p; = P(X(0)=5;), S pP =1. 
į 
Iš pilnosios tikimybės formulės išplaukia svarbus perėjimo tikimybių 
sąryšis: 
pilt+5)= V Pa (O) Dyls). 
k 


Tai Kolmogorovo ir Čepmeno formulė. 
Pažymėkime tikimybę, kad procesas laiko momentu / bus būsenos s;: 


p)=P(X()=5;) 21 


Ji vadinama būsenos tikimybe. Aišku, kad 2. Pi()=1. 
J 
Vėl panaudoję pilnosios tikimybės formulę, gauname: 


Pj(0)= X Pi Pi (0) pj +0)= Pi Dy (0): 
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Dauginimosi ir nykimo procesas. Tolydžiojo laiko / > O su diskrečiąja 
būsenų aibe X = (0, 1, 2, ...; homogeninį Markovo procesą vadiname daugi- 
nimosi ir nykimo procesu, jei perėjimo tikimybės p; (/)= P(A (1) = 
= j| X(0) =i) tenkina sąlygas: 

+ suvisais i20ir4; >0 py, (At) =A;At +0(Ar); 

e suvisais /Z2liru; >0 py (At) =U;A/ +0(At); 

e suvisais i20 p(Af)=1-(4; +ų;)A/ +0(A/); 
čia At > 0 ir Up =0. 

Iš šių trijų sąlygų išplaukia, kad p; (Ar) = o(A/) , kai | - j| 22. Kodėl? 

Tarkime, kad procesas A(/) apibūdina paraiškų skaičių aptarnavimo sis- 
temoje laiko momentu /. Tada pirmoji sąlyga reiškia: tikimybė, kad per mažą lai- 
ko tarpą A/ atsiras viena paraiška, yra proporcinga tam laikotarpiui aukštesnės 
eilės nykstamojo dydžio A/ tikslumu. Analogiškai galime interpretuoti vienos 
paraiškos išnykimo tikimybę antroje sąlygoje. Trečioji sąlyga 1- p (A/) = 
=(4; +1;)A/ + 0(Ar) reiškia: tikimybė, kad per mažą laiko tarpą A/ pasikeis 
paraiškų skaičius, yra beveik proporcinga (tikslumu o(A/)) tam laiko tarpui. Na- 
tūralu A; vadinti dauginimosi intensyvumu, o H; — nykimo intensyvumu. Prak- 


tikoje šios charakteristikos yra žinomos arba nustatomos bandymais. 
Dauginimosi ir nykimo procesą galime pavaizduoti vadinamuoju būsenų 
grafu (žr. 72 pav.). 


L, L 4 L L, Esi 





72 pav. 


Kaip apskaičiuoti perėjimo tikimybes p;(/), kai žinome dauginimosi ir 
nykimo intensyvumą? 
Teorema. Perėjimo tikimybės tenkina diferencialinių lygčių sistemą 
Pio(() = DoPio (A) + Pu (L), 
Pi ()=MiaPj (0 +L5)Pž (0) + jai Pija (005 
šia 50 Aksuos T a (0) I, kai i = į, 
čia i20 fiksuotas,oj=1,2,.... ir p; (0) = o 
d Py 0, kai i £ j. 
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A Pasinaudoję Kolmogorovo ir Čepmeno formule bei išskyrę dėmenis 
su indeksais k =j- I, j,j + 1, gauname: 


pj(t+A)= Na (Opy(A)=— YPa(Opy (A) + 
k 


k*j-l,j,j+1 
+Pj-1(0) P; (A!) + p (P (Ar) + Pi ()Pjsi;(AV). 
Vertiname pirmąjį dėmenį: 


Vryldpy(A)s V. py(Ar)=1-(pj1;(A0) + pj (AL) + 
kžj-1,j,j+1 kžj-1,j,j+1 


+Pj4;(At))=1-(u Ar +0(Ar) +4,Ar +0(Ar)+1- 
(A; +1)Ar +0(Ar)) =o(Ar). 
Dabar 
Pi (( + At) = pi (A ;-,A£ + 0(A1)) + pz (L —- (A; +h;)Ar + 
+0(A1)) + pj (D(Uj4,Af + 0(Ar)) +0(Ar), 
arba 


PK! + At)- pj (I) 


At =MaPj (0, +U)Pj (+ 


o(At) 
+UaPjai(U)+ pP 
Apskaičiavę ribą, kai A/ — 0 , gauname antrąjį teoremos teiginį. 


Skaitytojas, pasinaudojęs lygybe p;g(/+ A/)= Ž. Pix(()Pzo(At), lengvai 
k 





pagrįs pirmąjį teiginį. A 

Pateikta begalinė lygčių sistema vadinama Kolmogorovo ir Felerio at- 
virkštine diferencialinių lygčių sistema. 

Padauginę abi atvirkštinės sistemos lygčių puses iš pradinio skirstinio p? 
ir sudėję šias sandaugas, gauname būsenų tikimybių p;(/) lygčių sistemą: 

Polt)=-Agpolt) + Up (t), 

pi(t) = Mia Pj (0 +L5)P5() + Ua Pja (0 J 21 


Pavyzdys. Sistema S gali būti vienos iš dviejų būsenų: 0 arba 1 (įren- 
ginys arba neveikia, arba veikia). Atitinkami dauginimosi ir nykimo intensy- 
vumai yra A4 =A, U, =. Raskime būsenų tikimybės p4(+)= P(X(/) =0) ir 


Pr(()=P(X(1)=1). 
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A Būsenų tikimybes nusako sistema 
Iš (1) = po) + Up, (t), 
Pol!)+ pi()=1 
ir pradinis skirstinys p4(0)=1, p,(0)=0. Iš 


čia 
Pol) =—(0+LU)po()+1 
ir 
L A -(A+L1)/ 
1)=—+— ) 
Po(t) A+u Ažu 
Tada 





x Ž 
Pius As kas 


Sprendinių po(/) ir p,(/) grafikai pavaizduoti 73 paveiksle. 
Kai + > oe, sistema stabilizuojasi ir dirba stacionariuoju režimu. Būsenų 
tikimybės 


. H 
= lim 1 = ——, 
Po lim po( ) A+u 
x 
= lim p,(/)=——. 
Pi Jn Pk ) A+u 
Bendruoju atveju spręsti šias diferencialinių lygčių sistemas yra sunku. 


Praktikoje dažniausiai to ir nereikia. Pakanka apibūdinti procesą, vykstantį 
nusistovėjusiu stacionariuoju režimu, t. y. po pakankamai ilgo laiko tarpo. 


Tarkime, kad egzistuoja ribos lim p; (/) = pj su visais /,/2 0. Tikimybės 
(> 
pj vadinamos finalinėmis tikimybėmis. Tada 
A . . * 028 
p, = lim p;() = lim Y p? py (0) = p; SP = Dj 
Į —>00 [> i R 
ir sakoma, kad sistema veikia stacionariuoju režimu. Stacionariosios tikimybės 


A A * Ta 2 . 2 
p; sutampa su finalinėmis: p;= p; su visais j20. Jei jos lygios pradiniam 


A 
skirstiniui, t. y. jei p; = pj = "R tai sistema visą laiką funkcionuoja sta- 


cionariai. Stacionariąsias tikimybes trumpai žymėsime p;, j21. Aišku, kad 


Npj=l 
7 
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Stacionariai funkcionuojančią sistemą apibūdina tiesinių algebrinių lyg- 
čių sistema 
Po + P, =0, 
MaPjai (1; +L;)P; +UjuPja =0 (20) 
su normavimo sąlyga -2 p; =1. Kodėl? 
J 
Ją nesunkiai išspręsime. Pažymėkime 


I5=1, II, „A0 II; „Aki II, „Aokiksai sak 
M HH; UH2--|p 

Kadangi su visais j21 

UP; =AiaPjaųs 


tai 


Pi = Pollįs P> = Polo... P„ = Polls... 





Iš sąlygos TP; =1 gauname: po =— „jeigu barĖ <-. 
j=0 b3 Il, n=0 
n=0 
Pagaliau stacionariosios tikimybės 





I, | 
Pj= „J20. 


n= 
Kai 21L, =oo, tai p; = 0 su visais j20 ir stacionarusis skirstinys ne- 


egzistuoja. 

Pateiksime porą eilių teorijos matematinių modelių, apibūdinamų daugi- 
nimosi ir nykimo procesais. 

Vienkanalė aptarnavimo sistema. Sakykime, turime vienkanalę aptar- 
navimo sistemą (vienas aptarnaujantis įrenginys) ir paprasčiausią intensyvumo 
A paraiškų srautą. Paraiškų aptarnavimo laikas yra eksponentinis, o vidutinis 
jo intensyvumas lygus 1. Kai aptarnavimo įrenginys užimtas, paraiška stoja į 
eilę ir laukia. Eilės ilgis X(/) - paraiškų skaičius eilėje laiko momentu /. Raski- 
me AX(/) stacionarųjį skirstinį. 

A Pažymėkime: P(X(/)= j)= p;(() . Tarkime, kad aptarnavimo sistema 


dirba stacionariai. Tada p;(/)= p, j 20. Dauginimosi intensyvumas "a = A, 


o nykimo intensyvumas |; = su visais j 2 0. 
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Stacionariosios tikimybės 





nad 

= TN 1 “ 20. 
t: > 
žn. Ž(*) 


Pažymėkime Ž raide p ir reikalaukime, kad būtų p < 1. Tada vienka- 
u 


nalės sistemos stacionariosios eilės ilgio skirstinys 


p/ A 
pP (j20) 


1-p 

yra geometrinis. Apibūdinant šią sistemą, stacionarumo sąlyga p < 1 yra 
esminė. A 

ATS modelis. Sakykime, aptarnavimo sistemą sudaro 1 kanalų (sistema 
vienu metu gali aptarnauti 7 paraiškų). Paraiškų srautas yra paprasčiausias ir jo 
intensyvumas lygus A; aptarnavimo kiekvienu kanalu laikas — eksponentinis, 
o jo intensyvumas lygus H. Radusi sistemą užimtą, paraiška ją palieka (eilės 
nėra). Raskime užimtų kanalų skaičiaus A(/) skirstinį. 

A Tarkime, kad P(X(/)= j)= p;(()= p, / =0,n . Dauginimosi inten- 
syvumas ji =A su visais j20, o nykimo intensyvumas |; = jų su visais 


j= 0,n. Tada stacionariosios tikimybės yra tokios: 


ŽalE) 


Šios formulės vadinamos eilių teorijos pradininko Erlango vardu. 
Jei kanalų skaičius yra begalinis, užimtų kanalų stacionarusis skirstinys 


LA 


Ša A r 
yra Puasono skirstinys su parametru p=—- Parametras p neturi jokių 
u 


apribojimų, stacionarusis skirstinys visada egzistuoja. A 
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11.5. Koreliacinė analizė 


Žinome, kad atsitiktinį procesą visiškai apibūdina baigtiniamačiai jo 
skirstiniai. Tačiau daugumą taikomojo pobūdžio uždavinių galima išspręsti 
apsiribojant pirmųjų dviejų eilių charakteristikomis: proceso vidurkiu, 
dispersija bei koreliacine funkcija. 

Šiame skyrelyje reikalausime atsitiktinio proceso (X(/, / e T, antrosios 
eilės momento MAX“(/) egzistavimo. Tada egzistuos proceso vidurkis, dispersija 
ir koreliacinė funkcija. Koreliacinės funkcijos bazėje atliksime atsitiktinio 
proceso analizę. 


Kadangi centruoto proceso X(/) — X() = X(1) vidurkis M X(1/) = 0, 


0 
dispersija D X(/) = DX(Ą ir koreliacinė funkcija K.lt, +)= Kyė, 1), tai, 


nemažindami bendrumo, tarsime, kad MAX(/) = O. 

Tolydumas. Proceso tolydumą galime apibrėžti dvejopai. 

+ Procesą X(/) vadiname tolydžiuoju taške / pagal tikimybę, jei su 
kiekvienu € > 0 

P(| X(/+A)- X(/)|>€) —0, 
kai A—>0. 

+ Procesą A(/) vadiname tolydžiuoju taške / pagal kvadratinį vidurkį, 
jei 

M(X((+A)- X(1))? >0, 
kai A—> 0. 

Trumpai žymėsime Lim. X(/ +A)= X(/). 

A> 


Procesą vadiname tolydžiuoju aibėje T, jeigu jis yra tolydus kiekviename 
aibės taške. 

Jei procesas yra tolydus pagal kvadratinį vidurkį, tai jis tolydus ir pagal 
tikimybę. Šis teiginys išplaukia iš Čebyšovo nelygybės. Įsitikinkite. 

Baziniu tolydumo apibrėžimu imsime antrąjį apibrėžimą. Tada tolydumo 
kriterijų galėsime apibūdinti koreliacine funkcija. 

1 teorema. Atsitiktinis procesas X(t) yra tolydus taške t tada ir tik tada, 
kai koreliacinė funkcija Kf(t, t') tolydi tiesėje t = V. 

A Pakankamumas. Apskaičiuojame pokyčio X(/ + A) -— X(/) kvadrato 
vidurkį: 

M(X((+A)- X(1)? = MX?(:+A)-2MX((+A)X() + MX (1). 

Kadangi MA(/) = O, tai 


M(X(:+A)- X(1))? =K(:+A, /+A)-2K(t+A, +) + K(t, t). 
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Iš šios lygybės ir koreliacinės funkcijos K(/, f") tolydumo tiesėje / = £" iš- 
plaukia, kad lim M(X(:+A)- X (1)? = 0. Pakankamumas įrodytas. Skaity- 
> 


tojas be vargo įrodys būtinumą. A 

Stacionariojo proceso AX(/) tolydumo kriterijus yra toks: K(T) tolydi taš- 
ke T = 0. Pagrįskite. 

Išvestinė. Procesą X(/) vadiname diferencijuojamu taške /, jeigu egzis- 
tuoja toks procesas X (+) , su kuriuo 


2 
UT -X()) x) ii 
A 
kai A—>0. 
Procesą A'(/) vadiname proceso X(/) išvestine ir rašome 
X = Lim XU+A)-AX() 
A—0 A 


2 teorema. Atsitiktinis procesas X(t) yra diferencijuojamas taške t tada ir 
tik tada, kai 


0*K(t, I) 
Oto! 





!=1" 
Išvestinės koreliacinė funkcija 
0ŽK(t, !') 

00 | 


Teoremos įrodymą galima rasti [11] knygoje. 
Iš teoremos išplaukia toks stacionariojo proceso diferencijuojamumo 
kriterijus: K), <». Be to, išvestinės koreliacinė funkcija Ky-(T)= 


Kylt, f)= 


=-K+(T), o drauge X'(/) yra stacionarusis plačiąja prasme procesas. 


1 pavyzdys. Proceso vidurkis MX(/) = m, o koreliacinė funkcija 
Ky(t)=o'e,a>0,1e R. 


Ar procesas X(/) yra diferencijuojamas? 
A Kadangi šio stacionariojo plačiąja prasme proceso koreliacinės funk- 


cijos išvestinė 
-a0Že““" kai T>0, 


a6*e“ kaiT<0 


K0-| 
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ir lim K4(1t)=—-007 +a07 = lim K4(1), tai antroji koreliacinės funkcijos 
1—0+ 1—0- 


išvestinė taške T = 0 neegzistuoja. Procesas X(/) yra nediferencijuojamas. 
Priminsime, kad tokias charakteristikas turintį procesą — atsitiktinį telegrafo 
signalą — tyrėme 11.3 skyrelyje. A 


2 pavyzdys. Gauso atsitiktinio proceso X(/) vidurkis MA(/) = m, o kore- 
liacinė funkcija 

K,(t) =6e““" 450, Te R. 

Kokia tikimybė, kad proceso kitimo greitis bus ne mažesnis už skaičių a? 

A Kai X!) yra Gauso procesas, jo kitimo greitis X'(/) — taip pat Gauso 
procesas, be to, MX(/) = 0, o dispersija 

DX'(1) = Ky:(0)=-Kį5(0) = 2070. 

Išvestinės X'(/) vienmatis tankis 


2 
x 


2 
e 4004 








RE 


ir tikimybė 


, 7 a 
P(X (žo [palnie1-4| 5) A 





Kai A(/) — stacionarusis procesas, jo diferencijuojamumą galime apibū- 
dinti spektrinių tankiu S (0). Kadangi 
Ky(4)= | S (oda ir KL (1)=- Jeitožsy (o)do, 


-o0o -0o 


tai X(/) yra diferencijuojamas tada ir tik tada, kai 


[o?5x (o)do <=, 
Išvestinės spektrinis tankis S y-(0) = 0*Sy (0). Matome, kad spektrinių 
tankiu proceso diferencijuojamumo problema sprendžiama labai lengvai. 
Integralas. Sakykime, turime atsitiktinį procesą (A(/), / e TV. Atkarpą 
[a,b] CT suskaidykime taškais a=14 <, </5 <...</„=b. Atsitiktinio pro- 
ceso A(/) integralą apibrėžiame taip: 


6 n 
[xXtar= Lim. V Xlū Jan; 
a max Ar, 50 X! 


čia h elio, tk), At; = tk kas A k=|n. 
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3 teorema. Atsitiktinis procesas X(t) yra integruojamas atkarpoje |a, b], 
jei integralas 


bb 
[| kr (r, VYdidt < <. 


aa 


[ Lt 

Kai Y() = [X(ar, tai Ky(t, f) = [| ka (t, didi. 

Įrodymas pateiktas [11] knygoje. 

Stacionariojo proceso integralas gali būti nestacionarusis procesas. Inte- 
gruodami Gauso procesą, gausime taip pat Gauso procesą. Kodėl? 

Ergodiškumas. Atsitiktinį procesą X(/) vadiname ergodiniu vidurkio 
atžvilgiu, jei: 

» MX)-= m; 

tų+7T 


1 
+ lima |ži44—5 
0 


su visais /4. 


4 teorema. (Ergodiškumo kriterijus.) Atsitiktinis procesas AX(() yra 
ergodinis vidurkio atžvilgiu tada ir tik tada, kai 


1 tų+T14+7T 
Lim | [ke didi“ =0. 
0 0 


2 2 
1+T 
l 


„M [ Xuai | 


tą 


tų+7T 


1 
A M|- |AX(/)d:- = 
r | (dt - m 
0 


arba 


Ę tų+T4+7T 


tų+T 
1 1 / , 
MZ ės 3 | [ke Fjdtdr. 
0 0 0 


Iš šio sąryšio išplaukia proceso ergodiškumo būtinumas ir pakankamu- 
mas. Įsitikinkite. A 


Pakankamoji ergodiškumo sąlyga yra tokia: K y(/,f) > 0, kai| f —1|> e. 
3 pavyzdys. Atsitiktinio proceso vidurkis MX(/) = 0, o koreliacinė funk- 


cija Ky(t, f) = GŽcoso(f—/). Ar procesas AX(/) yra ergodinis? 


262 


A Pakankamoji sąlyga netenkinama: Ky(r, f) > 0, kai |[-/|—> =. 


Atsakymo neturime! Pasinaudosime ergodiškumo kriterijumi: 


TT LAD Miko , T 
, , —:£ 
L [ [ož cosa(/- parai = 2; [TRL p 
T 00 T 0 “ 


0 





o“ I 267 2652 
=Zr|GinatT-)+sinona < 5-T- 220, ESĖ, 
04 5 = 


T 
Procesas yra ergodinis vidurkio atžvilgiu ir Limi [X(0)d! =0. A 
Toe 
0 


Kai procesas yra ergodinis vidurkio atžvilgiu, jo vidurkį galima skaičiuoti 
ne pagal realizacijų ir pjūvių visumą, bet pagal vieną jo realizaciją per ilgą 
1+T 


laikotarpį T, remiantis apytiksle formule MA()== jx (/)dt . Tai gerokai 


tą 


palengvina vidurkio skaičiavimo procedūrą. 
Baigdami skyrelį, paminėsime praktikoje „X() A Y(A) 
labai dažną problemą. Kaip, žinant paten- 


kančio į dinaminę sistemą atsitiktinio proceso 
charakteristikas, apibūdinti išėjusio iš tos sis- 7A pav. 
temos proceso charakteristikas (74 pav.)? 

Kai sistemą nusakantis operatorius A yra tiesinis (dinaminė sistema tie- 
sinė), ši problema su pirmųjų dviejų eilių charakteristikomis iš dalies mūsų jau 
išspręsta (diferencijavimo ir integravimo operatoriams). 

Priminsime, kad operatorių A vadiname tiesiniu, kai 

A(oX, (1) +BX;(1)) = cAX (1) +BAX; (1); 
čia G ir B — konstantos. 

Apibendrinsime gautus teiginius. Tarkime, kad žinome proceso X(/) vi- 
durkį ir koreliacinę funkciją, o sistemą apibūdina tiesinis operatorius A: Y(/) = 
= AA(/). Jei egzistuoja proceso Y(/) vidurkis ir koreliacinė funkcija, tai: 

+» MYXĄ= AMX); 

+ Kyli,/)=A,A,Ky(t, f). 

A Pirmąjį teiginį pagrindžia tai, kad abu operatoriai (M ir A) yra tiesi- 
niai. Antrasis lengvai įrodomas: 

0 0 
Ky(t, /)=MY(1)Y(/) = M(AX(1)- MAX(1)(AX()-MAX(/)) = 


= M(A,(X(1) - MX(O A (X(F)- MX("'))) = 


0 
= A A„MX()X(/). A 
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Praktikoje aktuali optimaliųjų dinaminių sistemų kūrimo problema: ži- 
nant proceso X(/) charakteristikas, operatorių A apibūdinti taip, kad išėjusio 
proceso charakteristikos būtų artimos prognozuojamoms. Apie tai skaitykite 
[4] knygoje. 


Uždaviniai 
1. Apskaičiuokite atsitiktinio proceso X(/) vidurkį, dispersiją ir korelia- 


cinę funkciją, kai: 
a) X(1)= Xsin2/-Ycos2/1, X - N(I,2), Y - T(-1,1), p=0, p=0,3; 


b) X()=2X+YP, x) Y-P (2), p=0, p=0,9; 
ce) X()=-XIn:+2Ye"", X = E(2), Y = N(3;0,5), p=0, p=-08. 


2. Apskaičiuokite atsitiktinio proceso 

XO=X+Yr 
vidurkį, dispersiją ir koreliacinę funkciją, kai X ir Y yra nekoreliuoti normalieji 
atsitiktiniai dydžiai: X — N(1,2), Y — N(-3,1). Raskite vienmatį ir dvimatį 
proceso skirstinį. 


3. Raskite vienmatį harmoninio virpesio 

X(1) = Acos(O:+6) 
tankį, kai amplitudė 4 ir dažnis O yra pastovūs, o atsitiktinė fazė 
('- T(-n, r). Apskaičiuokite proceso X(/) vidurkį, dispersiją bei koreliacinę 
funkciją. 


4. Atsitiktinio proceso X(/) vidurkis MA(/) = sin /, o koreliacinė funkcija 

Kylų, 5)=o0 e 270 V „Raskite proceso 
d 
Y(1)=—X(t 
(/) 2 (/) 

vidurkį ir dispersiją. Ar procesai Y(/) ir Y(/) — cos / yra stacionarūs plačiąja 
prasme? 

5. Atsitiktinio proceso X(/) vidurkis MX(/) = £+3/, o koreliacinė funkcija 
Ky(tų,(5)=e" 7. Raskite proceso 

YO=PX()+3P-2P 
vidurkį, koreliacinę funkciją ir dispersiją. 
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6. Atsitiktinis procesas 
X(A) = Xsint+ Ycos/, 
oMX=1|, MY = -2ir koreliacinė matrica 


1 2 
B= 5 
29 
t 
Raskite procesų Y(/)=312X"(r) +co0s1 ir Z(r)= 21 [X (ujau +2 Vi 
0 
durkį, dispersiją bei koreliacinę funkciją. 


7. Atsitiktinis procesas X(/) yra stacionarusis Gauso (normalusis) proce- 
sas, kurio vidurkis MA(/) = m ir spektrinis tankis 


a,kai|o|<b, 
S(o) = 3 
0, kai| 0|> b. 
Parašykite vienmatį bei dvimatį proceso tankį ir, imdami a = 1, 6 = I, 
apskaičiuokite tikimybę 
P(X'(+)< 2). 


8. Proceso A(/) koreliacinė funkcija 





T-T 

——,kai|T|< 7, 
K=[ TIT 

0,kai|T|> T. 
Įrodykite, kad spektrinis tankis 

2 „207 
S(0) = sin“ —. 
nTo? 2 


Nubraižykite S(0) ir K(1) grafikus. 


9. Proceso X(/) vidurkis MA(/) = m, o koreliacinė funkcija: 
a) K(1)=07e (1 +a|T|), a > 0; 


sin BT 





b) K(1)=204 „04>0, B>0. 


Ar procesas X(/) yra ergodinis? Pateikite praktines išvadas. 


10. Stacionariojo proceso koreliacinė funkcija 

K(1)=o7e"" cospT, a>0, 8>0. 

Raskite spektrinį tankį S(00) . Nustatykite, ar procesas X(/) yra diferenci- 
juojamas. 
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11. Kiek kartų diferencijuojamas yra procesas, kurio spektrinis tankis 


ao* | 
a) Emi «> 0; 
2 2 2 
5) Ss B(0“ +04*) 


(0* +007 +B)3 


c) S(0) = GŽe700" „04>0? 


12. Procesas X(/) apibūdina paprasčiausio srauto, kurio vidutinis intensy- 
vumas A, įvykių skaičių atkarpoje [0, 7]. Įrodykite, kad sąlyginis skirstinys yra 
toks: 


k n-k 
PAG) =klx=m=c[š) [1-5 (k=0,n), 
kai0<s</. 


13. Tarkime, kad procesas 
N(t) 
Y()= Yy 
k=0 
čia N(/) - homogeninis Puasono procesas, kurio vidutinis intensyvumas A; 
X4= 0,0 X,(k 21) - nepriklausomieji atsitiktiniai dydžiai, vienodai patikimai 
įgyjantys reikšmes -a ir +a; X ir N(/) — nepriklausomi. Remdamiesi šiais 
duomenimis: 
a) nubraižykite bent vieną galimą proceso Y(/) realizaciją; 
b) apskaičiuokite vidurkį M Y(/); 
c) raskite Y(/) charakteristinę funkciją fy (vu); 
162ų? 


d) įrodykite, kad /y(u)>e 2 „kai A>e ir a A—>07; 





e) pateikite sąlygų A => ee ir a24 > 67 komentarus; 
f) pagrįskite išvadą apie ribinį skirstinį (pasinaudokite d) rezultatu). 


14. Stebėdami stacionarųjį Puasono srautą, kurio vidutinis intensyvumas 
J, atsitiktinį procesą X(/) apibūdiname taip: procesas vienodai patikimai įgyja 
reikšmes —1 ir 1, po kiekvieno srauto įvykio keisdamas savo reikšmę iš -1 į 1 
arba atvirkščiai. Pateikite galimą proceso A(/) realizaciją, raskite koreliacinę 
funkciją ir dispersiją. Ar procesas X(/) yra diferencijuojamas? Ar jis ergodinis? 


15. Kompiuterio darbo procesas apibūdinamas taip. Kompiuterio gedimų 
srautas — paprasčiausias srautas, kurio vidutinis intensyvumas A. Sugedęs 
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kompiuteris nedelsiant remontuojamas. Remonto trukmės skirstinys yra ekspo- 
nentinis, 0 jo parametras lygus H. Pradiniu laiko momentų + = 0 kompiuteris 


veikia. Sudarykite būsenų grafą bei Kolmogorovo lygčių sistemą ir apskai- 
čiuokite: 

a) tikimybę, kad laiko momentu / kompiuteris veiks; 

b) tikimybę, kad laikotarpiu / kompiuteris nors vieną kartą suges; 

c) kompiuterio būsenų finalines tikimybes. 


MATEMATINĖS STATISTIKOS 
PRADMENYS 


Tikimybių teorijoje kūrėme atsitiktinių reiškinių matematinius mode- 
lius ir jų bazėje skaičiavome įvykių tikimybes, atsitiktinių dydžių pasi- 
skirstymo funkcijas, vidurkius, dispersijas bei kitas charakteristikas. Tai 
teoriniai modeliai ir teorinės charakteristikos. Praktinį jų tinkamumą rei- 
kia įvertinti tiriamojo reiškinio statistinių duomenų pagrindu. Kitaip ta- 
riant, iš tikimybių teorijos pateiktų teorinių modelių bibliotekos reikia iš- 
rinkti tą modelį, kuris pakankamai gerai atitinka stebėjimo duomenis 
(adekvatus modelis). Parinkę tinkamą modelį, galime tą reiškinį anali- 
zuoti, prognozuoti, priimti pagrįstus sprendimus. 

Matematinė statistika teikia duomenų rinkimo, apdorojimo ir analizės 
matematinius metodus. Jos, kaip ir tikimybių teorijos, tikslas — nustatyti 
masinių atsitiktinių reiškinių dėsningumus. 

Šiame skyriuje spręsime dviejų tipų uždavinius: įvertinimo ir hipotezių 
tikrinimo. Tačiau turime žinoti, jog matematinė statistika neapsiriboja vien 
jais. Tie uždaviniai sudaro tik mažą statistikos mokslo dalį. Norintiems 
geriau pažinti šio mokslo metodus rekomenduojame [1, 2, 6, 7] knygas. 


12.1. Generalinė aibė. Imtis 


Pirmiausia šias sąvokas apibūdinsime elementariai, vėliau jas patiks- 
linsime. 

Sakykime, norime tirti kurį nors vienarūšių objektų grupės požymį. Tai 
gali būti, pavyzdžiui, gaminio masė, individo ūgis, elemento ilgaamžiškumas, 
investicijų dydis, prekės kaina. Visų požymio reikšmių aibę vadinsime gene- 
raline aibe. Kai generalinės aibės tūris (objektų skaičius) didelis, tirti visą aibę 
arba neįmanoma, arba, jei tyrimui reikia daug laiko ar lėšų, netikslinga. Tokiais 
atvejais tiriame atsitiktinai parinktą generalinės aibės dalį ir iš jos sprendžiame 
apie požymio skirstinį visoje aibėje. Atsitiktinai atrinktą generalinės aibės dalį 
vadiname imtimi. Ji yra bet kurio statistinio tyrimo bazė. Reikalausime, kad imtis 
būtų reprezentatyvi, t. y. gerai atspindėtų tiriamojo požymio savybes generalinėje 
aibėje. Tai pasiekiama, kai imties elementai iš generalinės aibės atrenkami 
atsitiktinai. Pateikiame keletą praktikoje dažnai taikomų atrankos metodų. 

Paprastoji atranka. Iš generalinės aibės imame po vieną elementą. Pa- 
naudoję atsitiktinių skaičių lentelę (žr. 5 lentelę) arba kompiuteriu generuoja- 
mus atsitiktinius skaičius, galime atrinkti reprezentatyvią imtį. Atranka gali 
būti grąžinamoji arba negrąžinamoji. Pirmuoju atveju atsitiktinai atrinktas 
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elementas, nustačius požymio skaitinę vertę, grąžinamas į generalinę aibę ir 
atranka kartojama tiek kartų, kokio tūrio imtį norime sudaryti. Matome, kad 
grąžinamoji atranka grindžiama nepriklausomaisiais eksperimentais. Kai 
ištirtas elementas negrąžinamas į generalinę aibę, o po jo atrenkamas antras 
elementas ir t. t., turime negrąžinamąją atranką. Ši atranka — priklausomieji 
eksperimentai. Kai generalinės aibės tūris didelis, o imtis sudaro mažą jos dalį, 
skirtumas tarp šiais dviem būdais atrinktų imčių yra nereikšmingas. 

Mechaninė atranka. Generalinę aibę suskaidome į tiek grupių, kiek ele- 
mentų norime atrinkti į imtį. Iš kiekvienos grupės atsitiktinai atrenkame po 
vieną elementą. Jei, pavyzdžiui, imtis turi būti sudaryta iš 2594 generalinės 
aibės elementų, tai į imtį atrenkamas kas ketvirtas elementas. 

Serijinė atranka. Generalinę aibę suskaidome į serijas, jas sunumeruo- 
jame, paskui paprastąja atranka sudarome bendrą imtį, apjungdami atrinktas 
serijas. Pavyzdžiui, jei produkciją pateikia didelė tiekėjų grupė, tai į imtį pateks 
tik kelių tiekėjų produkcija. Šis atrankos būdas taikomas tada, kai nagrinėjamo 
požymio vertė mažai svyruoja generalinės aibės skirtingose dalyse. Serijų 
atranka gali būti grąžinamoji arba negrąžinamoji. 

Kombinuotoji atranka. Tai serijinės ir paprastosios atrankos junginys. 
Generalinę aibę suskaidome į vienodo tūrio dalis ir iš kiekvienos jų atrenkame 
serijas elementų, kuriuos sujungiame į vieną grupę. Paprastąja atranka iš šios 
grupės sudarome imtį. 

Sluoksniuotoji atranka. Kai generalinė aibė yra nehomogeniška tiriamo 
požymio atžvilgiu, ją suskaidome į homogeniškas grupes ir paprastąja atranka 
iš kiekvienos grupės sudarome dalines imtis, kurias sujungiame į bendrąją imtį. 

Kurį atrankos būdą taikyti praktikoje, priklauso nuo konkretaus uždavi- 
nio. Pavyzdžiui, produkcijos kokybės kontrolės uždaviniai sprendžiami taikant 
kelių atrankos būdų kompleksą. 

Reprezentatyvios imties sudarymo tikslas — nustatyti generalinės aibės 
tikimybinį skirstinį. Modeliuojant atsitiktinį reiškinį, dažnai sprendžiamas 
atvirkščias uždavinys — žinant požymio skirstinį generalinėje aibėje ir neatlie- 
kant konkrečių eksperimentų, norima sudaryti reprezentatyvią šio požymio im- 
tį. Toks uždavinys sprendžiamas Monte Karlo metodu, imtį generuojant kom- 
piuteriu. Šį metodą glaustai pateikiame 10.4 skyrelyje. 

Dabar tikimybių teorijos bazėje tiksliau apibrėžkime generalinę aibę ir 
imtį. Šias sąvokas matematinėje statistikoje apibūdiname atsitiktinių dydžių 
terminais. Sakykime, tiriame atsitiktinį dydį X, kurio tikimybių skirstinys neži- 
nomas. Dydžio X įgyjamų reikšmių aibę €2 „ vadiname generaline aibe. Atsi- 


tiktinį dydį stebėdami 1 kartų, gauname jo realizacijas x;, X2, ..., X,. Stebėtų 
reikšmių visumą (x;, X>, ..., X,) vadiname imtimi, o skaičių 7 — imties tūriu. 


Konkrečios imties (x;, X>, ...,-x„) elementai x; (i=1,n) yra skaičiai, 
apibūdinantys atsitiktinį dydį X (tiriamąjį požymį). Atlikę kitą 7 eksperimentų 
seriją, gausime imtį (x;,x5,.., X,), kurios elementai skirsis nuo ankstesnės 
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imties (x;, X2, ..., X„) elementų. Todėl imtį natūralu traktuoti kaip x atsitiktinių 
dydžių visumą, kuri konkrečiu atveju, 7 kartų stebint dydį X, yra n skaičių 
rinkinys. Kitaip tariant, konkreti imtis (x, x>, ..., x„) yra atsitiktinio vektoriaus 
(Xi, Ao, ..., X,) realizacija. 

Paprastąja atsitiktine imtimi vadiname 7-matį vektorių (Xi, X2, ..., X,), 
kurio koordinatės AX; (i=1, n) yra nepriklausomieji atsitiktiniai dydžiai su to- 
kiu pat kaip ir X tikimybių skirstiniu. Šio vektoriaus realizaciją (xi, x5, ..., Xx) 
vadiname paprastąja imtimi. 

Klasikinė matematinė statistika nagrinėja tik tokias imtis, todėl žodį „„pa- 
prastoji“ dažnai praleisime. 


12.2. Empiriniai skirstiniai 


Tarkime, kad (Xi, X, ..., X,) yra dydžio X atsitiktinė imtis. Bet kurią 
imties funkciją U = U(Xi, X5, ..., X,) vadiname statistika. Ji yra atsitiktinis 
dydis. Kai (x;, x>, ..., x„) — konkreti imtis, U(xį, x2, ..., x„) yra skaičius, t. y. 
atsitiktinio dydžio U(X,, X2, ..., X,) įgyta reikšmė. 

Surašykime imties elementus jų didėjimo tvarka: 

X S Xo) SS X: 


Šią seką vadinsime variacine imties eilute, o jos elementus X (k =1, 1) - 


pozicinėmis statistikomis. Kraštiniai variacinės eilutės nariai (ekstremaliosios 
reikšmės) 
Xu = min(X,, X;,-., X,), Xr„, = max(A,, X3,..., X, ) 
apibrėžia imties plotį X, — X). Ši statistika apibūdina imties sklaidą. 
Sakykime, imtyje (Xi, X2, ..., X,) yra tik s (s<n) skirtingų elementų 


ma Jų pasikartojimo dažnius pažymėkime kį,k3,...,k,, o santy- 


Kia 2 k k P ž : " ; 
kinius dažnius — MW =-,..„W,=—. Kai imties elementai nepasikartoja 
n 
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Aišku, kad W, +W, +...+W, =1. 

Pirmas ir kartu bendriausias statistikos uždavinys — imtimi (Xi, Xo, ..., X,) 
įvertinti atsitiktinio dydžio X pasiskirstymo funkciją F(x) = P(X < x). Teorinės 
pasiskirstymo funkcijos F(x) statistinis įvertis yra empirinė pasiskirstymo 
funkcija. Apibrėšime ją. 

Imkime variacinę eilutę 

Xuy £ Xoj os Xsys5 sn. 


Empirine pasiskirstymo funkcija Ė, vadiname įvykio (X < x) 
santykinį dažnį 
0, kai x < Xuy, 


F(x)=2=4 YW,kai Xu < x Xia, 


Xį <x 
Laiku 
čia k, - atsitiktinės imties dydžių A,;, mažesnių už x, dažnis; k, = | A, x) ; 
Jeigu imties elementai nepasikartoja (s = m), tai M, =W, =...=W,=- ir 
n 


empirinė pasiskirstymo funkcija 


A — 
Pėjs“, kai Xp < x < X, K=1,n-1, 
n 


o k yra įvykio (X < x) dažnis imtyje. Šiuo atveju funkcijos P, (x) šuolių dydis 
1 

yra —. 
n 
Konkrečios imties (x;, x>, ..., x„) empirinės pasiskirstymo funkcijos grafi- 

kai pateikti 75 paveiksle (a ir b). 

Fo) 

| 

















Ya To) X(S) uu) 


a) b) 
75 pav. 
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Empirinė pasiskirstymo funkcija F,(x) yra statistika. Dar daugiau — tai 
atsitiktinis procesas, kurio konkrečios baigtys pateiktos 75 paveiksle. Šiai 
funkcijai būdingos visos diskrečiojo atsitiktinio dydžio teorinės pasiskirstymo 
funkcijos savybės. Tačiau dar kartą pabrėšime, kad funkcija F(x) yra ne 
tikimybė, bet įvykio (X < x) santykinis dažnis (atsitiktinių dydžių X;, mažesnių 
už x, skaičiaus bei imties tūrio santykis). 

Dažnio k skirstinys yra binominis, jo parametrai — n ir p = P(X < x) = F(x). 

A 
Todėl statistikos F,(x) vidurkis 


ME, (== F(a), 
n 
o dispersija 
DA p= 2072) „EC FC) 


Be to, iš Bernulio didžiųjų skaičių dėsnio išplaukia, kad F,(x)—— F(x), 
kai n—->—. 
Vadinasi, kai imties tūris 7 didelis, empirinė pasiskirstymo funkcija 


A A 
F(x) mažai skiriasi nuo teorinės F(x). Drauge galima teigti, kad Fx(x) yra 
„kokybiškas“ teorinės pasiskirstymo funkcijos F(x) įvertis. 

Praktikoje didelė imtis iš pradžių grupuojama ir tik paskui skaičiuojami 
empiriniai skirstiniai bei kitos charakteristikos. Be to, grupuota imtimi 
apibrėžiamas teorinio tankio statistinis analogas. Siuo atveju visą dydžio X imtį 
suskaidome į s vienodo ilgio intervalų taškais 

X) = A <0, < A <... < A, = Ar. 


Xp — 


Tada kiekvieno intervalo ilgis A = Kai imties tūris yra šimtų eilės, 


intervalų skaičius s paprastai apibūdinamas nelygybėmis 6<s<20. Dar 
siūloma formulė s=[1+3,321g] . Sakykime, į intervalus [044, 0), [0,, 4), 


[0 -,, 04,] pateko atitinkamai kj,k;,...,k, imties reikšmių. Empirinį gru- 


s 


puotą skirstinį užrašome lentele 
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Kaip ir anksčiau, empirinė pasiskirstymo funkcija 
A k +k)+..+k o. = 
Diasrisn „A čia O; <X S Oj si = 1,5 —1. 
n n 
Konkrečios imties atveju šios funkcijos grafikas yra laiptuota kreivė. 
Kartais empirinė pasiskirstymo funkcija vaizduojama sukauptųjų santykinių 
dažnių daugiakampiu — kumuliante: apskaičiuojame F.(0;) =W(X <a;)= 
i k. 5 = 
— ir taškus (0;; F,(0;)),= 1, s , sujungiame laužte (76 pav., a). 
n 


Ax) 





ū Os X 


b) 
76 pav. 


Tolydžiojo atsitiktinio dydžio X skirstinio savybes vaizdžiau atspindi 
tankis p(x). Statistinis jo analogas yra empirinis tankis 
0,kai X < Ag, 


P„(x)= 


k 2 
—,kaiū, „,Sx<O,, 
nA 


0,kaix20,. 
A 
Kai imties tūris 2 didelis, o A mažas, funkcijos p(x) ir p„(x) mažai 


A 
skiriasi. Tiksliau, p„(x)—Ž— p(x) su kiekvienu x, kai n >». 

Empirinis tankis grafiškai vaizduojamas santykinių dažnių histograma. 
Ją sudarome taip. Kiekvieną x ašies intervalą [0t; ,,0;) (čia i=1,s) laikome 


stačiakampio, kurio plotas lygus — , pagrindu ir braižome s stačiakampių. 
n 
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Tuomet i-tojo stačiakampio aukštinė bus lygi A Gautoji laiptuota figūra 
n 


vadinama santykinių dažnių histograma (76 pav., b). 
Figūros, kurią riboja santykinių dažnių histograma, plotas lygus 1. Kai x 
A 
yra didelis, o A mažas, funkcijų p(x) ir p„(x) grafikai yra „artimi“. Todėl 
praktikoje iš histogramos vizualiai kartais pavyksta nustatyti teorinio skirstinio 
tipą arba bent prielaidas apie jį. 

Kai X yra diskretusis atsitiktinis dydis, įgyjantis nedaug reikšmių, imties 
duomenys negrupuojami. Jei X įgyjamų reikšmių aibė didelė, tai skirstinį 
galima aproksimuoti tolydžiuoju ir duomenų grupavimas turi prasmę. Be to, 
sugrupavus duomenis, sumažėja skaičiavimo apimtis. 


12.3. Skaitinių charakteristikų 
statistiniai įverčiai 
Tikimybių teorijos kurse nagrinėjome atsitiktinio dydžio X skaitines 
charakteristikas: vidurkį, dispersiją, aukštesniųjų eilių momentus, kvantilius ir 
kt. Tai teorinės charakteristikos. Statistiniai jų analogai (įverčiai) yra empirinės 
charakteristikos. 
Tarkime, kad (X, X5, ..., X,) yra dydžio X atsitiktinė imtis. Pirmiausia 
apibrėšime teorinių momentų statistinius analogus. 
+  Empirinis k-tosios eilės pradinis momentas 
A 1 n H 
05 =- S 27, K=L2 
Nizi 
Kai k = I, gauname empirinį vidurkį 
A — 1 n 
a =X= -, Xi. 
Nizi 
+  Empirinis k-tosios eilės centrinis momentas 


A 1 n 2 
i AX. A „k= 2 as 
Lp „2. i ) 


A A 
U,=0,0 |; vadiname empirine dispersija ir žymime 


147 m 
SS (L — XV. 
„2. ; X) 
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+ Centriniais empiriniais momentais apibrėžiami empiriniai asimetri- 
jos ir eksceso koeficientai: 


A = ŠE, =£4-3 
ž s k s* 


A 
Empirinį p-tąjį kvantilį xp apibrėžiame pozicine statistika 


A 
Xp = Xp 
čia [np] —- skaičiaus np sveikoji dalis. Empirinius kvantilius galime skaičiuoti 


naudodami kumuliantę (76 pav., a). Kai p -Ž, gauname empirinę medianą 


A 
m, = x, . Kai variacinės sekos elementų skaičius n nelyginis, mediana lygi šios 
2 
sekos viduriniam nariui, o kai 2 lyginis — pusei dviejų vidurinių narių sumos. 

Visos šios empirinės charakteristikos egzistuoja. Kodėl? 

Atsitiktinio dydžio empirinės charakteristikos yra imties (X,, X;,..., X,) 
funkcijos (statistikos). Todėl jos yra atsitiktiniai dydžiai, ir galime kalbėti apie 
tikimybinius jų skirstinius bei skaitines charakteristikas. 

Pavyzdžiui, empirinio vidurkio X vidurkis 


MX=LY MX, — = m; 
M n 
čia m = MX- teorinis dydžio X vidurkis. 
Empirinio vidurkio dispersija 
= 1“ 62 Ši 2 
DX =— NY DX; =—; čia 6* = DX. 


Empirinio vidurkio tikimybinis skirstinys lengvai apibūdinamas tais atve- 
jais, kai imtis yra iš generalinės aibės, kurios tikimybiniam skirstiniui būdinga 
stabilumo savybė: pagal tą patį dėsnį pasiskirsčiusių nepriklausomųjų atsitik- 
tinių dydžių sumos skirstinys yra to paties tipo, kaip ir dėmenų (normalusis, 
Puasono, gama, binominis). Pavyzdžiui, kai X — N(m, 6), empirinis vidurkis 


K 


Empiriniai momentai yra nepriklausomųjų atsitiktinių dydžių sumos. To- 
dėl, kai imties tūris 2 didelis, empirinių momentų skirstinius galime aproksi- 


Tonle ok X =P (A) ,tainX =P (M). 
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A 
muoti normaliuoju skirstiniu. Pavyzdžiui, jei egzistuoja Do,, tai iš centrinės 


ribinės teoremos išplaukia, kad 


Pl MO [5 6(5), 
Da, 


kai 1 >. Šiuo atveju sakoma, kad empiriniai momentai yra asimptotiškai 
normalūs. 

Grupuotos imties atveju empiriniai momentai apibrėžiami taip: 

A 1 s k A 1 s Es A k 

a =— S Xik p= — X an) ki, k=1,2,..; 

nė n“ 
i=1 =] 

čia s — intervalų skaičius, o X, — intervalo [0t; ,,04;)(/= 1,5) vidurio taškas. 
Momentų skaičiavimas su sugrupuotais duomenimis yra paprastesnis. Kuo 
didesnis intervalo ilgis A, tuo mažiau skaičiavimų, bet tuo didesnė paklaida. 
Paklaidas galima sumažinti naudojant Separdo pataisas (žr. [1]). 


12.4. Taškiniai parametrų įverčiai 


Tarkime, kad teorinis atsitiktinio dydžio X (generalinės aibės) modelis yra 
žinomas. Jį apibūdinkime pasiskirstymo funkcija F(x,0); čia 0 — nežinomas 
parametras, arba parametrų vektorius. 

Sudarykime atsitiktinio dydžio X imtį (Xi, X, ..., X,). Imties funkciją 
A A 
0; =0;(AX,, X;,..., X,), nepriklausančią nuo parametro 0, vadiname para- 
metro 0 taškiniu įverčiu. Tokių imties funkcijų (statistikų) galime parinkti 
daug ir įvairių. Tačiau mums svarbūs ne bet kokie, o tik „kokybiški“ įverčiai, 
t. y. tie, kurie artimi nežinomam parametrui 0. Apibūdinsime įverčių kokybiš- 
kumo kriterijus. 

A 

Suderintasis įvertis. Įverčių seką (04, 7 21) vadiname suderintąja, jei- 

gu su kiekvienu € > 0 
A 

P(|0,-0|<E) —>I, 

kai 1 —e-. Kitaip tariant, kai imties tūris 2 didelis, labai patikima, kad para- 
A 
metras 0 bus artimas įverčiui 04. 

Sakykime, turime imtį iš Puasono generalinės aibės, t. y. X — P (A). Iš 
Chinčino didžiųjų skaičių dėsnio išplaukia, kad su kiekvienu £ > 0 

P(| £-4| 45) 51, 
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kai 1 > . Empirinis vidurkis X yra Puasono skirstinio parametro A.= MX 


suderintasis įvertis. 
A 
Nepaslinktasis įvertis. Įvertįį 0, vadiname nepaslinktuoju, jeigu 


Mė,=0. 
Poslinkį M0,-0 vadiname sistemine paklaida. Šis kriterijus yra siste- 


minių paklaidų nebuvimo garantas. 


1 pavyzdys. Sakykime, atsitiktinio dydžio X skirstinys yra normalusis: 
X - N(m,o) . Tarkime, kad dispersija 67 nežinoma. Kai vidurkis MX = m 


Ė sd 14 į Sigs ia 
žinomas, statistika SŽ = - TX, —m)* yra nepaslinktasis dispersijos įvertis. 
1 į 
i=| 
Tikrai, nes 
2 14 Šu 
MS; == Y.M(X; - m)? ==n0* =0". 
ni n 
Toliau tarkime, kad vidurkis 72 nežinomas. Imkime dispersijos 67 statis- 


n -— 
tinį įvertį - empirinę dispersiją s?= S 5 - TP „Tada 
n 


i=l 


n n iai 
MS? = YMO, = X) L YMUA, -MX+MX-X)*= 
i=| i=l 
2 


LS MA, -MX)?-M(X-MX)? =DX-DX =07- 
n n 


i=l 


Kadangi MS? *07, tai empirinė dispersija S? yra teorinės dispersijos 
2 


62 paslinktasis įvertis. Kai imties tūris 7 didelis, poslinkis — yra mažas, 
n 
neesminis. Jis konverguoja į 0 , kai 7 — ee. Šiuo atveju sakome, kad įvertis S“ 


yra asimptotiškai nepaslinktas. 
Kai 7 mažas, empirinę dispersiją S“ „taisome“ daugindami ją iš Ti 
ke 





Gauname: 


278 


Dabar MS? =o7 ir kartu S? yra nežinomos dispersijos nepaslinktasis 
įvertis. 

Praktikoje ,,pataisytą“ empirinę dispersiją rekomenduojama naudoti tada, 
kai imties tūris 2 < 30. Kitais atvejais (kai 1 2 30) dispersijos įverčiu galima 
imti S“. 

Efektyvusis įvertis. Nežinomo parametro 0 nepaslinktąjį ir suderintąjį 

A 
įvertį galima sudaryti ne vieną. Sakykime, 0, yra parametro 0 nepaslinktasis 
įvertis, taigi atsitiktinio dydžio 0, įgyjamų reikšmių grupavimosi centras su- 


tampa su 0. Svarbu, kaip dydžio 8, reikšmės išsibarsčiusios apie 0. Jei sklai- 

da didelė, gali atsitikti taip, kad konkrečia imtimi (x;, X>, ..., x„) parametro 0 

įverčiu priimsime tą reikšmę O (X Xi XI „ kuri bus toli nuo B, ir kartu 

netiksliai įvertinsime parametrą 0. Todėl natūralu reikalauti, kad sklaida apie 

vidurkį būtų maža. Nepaslinktojo įverčio tikslumo matu imsime dispersiją. 
Tarkime, kad turime du nepaslinktuosius parametro 0 įverčius: 


AA MA LO AA, 


A A 
Sakome, kad įvertis 0, yra efektyvesnis už įvertį 04, jei 


A 


Dė, < D8,. 


2 pavyzdys. Sakykime, atsitiktinio dydžio X skirstinys yra tolygusis 
intervale (0,0), t. y. jo tankis 


p(x,0) = kai xe (0,0). 


Parametras 0 nežinomas. Įvertinsime jį atsitiktine imtimi (X,, X3,..., 
X „)iš tolygiosios generalinės aibės. 
A Iš pradžių taškiniu parametro 0 įverčiu imkime statistiką 


A 24! 
0, == Y Xi. 
Nizi 
Įvertis 0, yra nepaslinktasis ir suderintasis, nes 
A 24 2 0 
M6,=-Y MX, ==n==0 
nio n2 
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ir su kiekvienu € > 0 
lim P(|0,—0|<e)=1. 
no 
Įverčio 8, dispersija 
92 92 
m: 
Dė, = ž — — 
nž ŽD 2 12 31 
Parametro 0 įverčiu imkime kitą statistiką: 
1 
0, < max(X,, Agena X,). 
n 
Kadangi statistikos Z, = max(X,, X;,..., X„) pasiskirstymo funkcija 
P(Z,<x)=P"(X, <2=|š) „0<x<8, 


tai vidurkis 





8 
g MZ,=— |x EO dx =0 


ir analogiškai dispersija 
A A 


A A 2 
D6,=M02-07 = Ė 


n(n+2) 





A 
A 
Iš Čebyšovo nelygybės (žr. 6.7 skyrelį) išplaukia, jog 80, ——>8, kai 
A 
n—e-. Įsitikinkite. Matome, kad įvertis 0; yra nepaslinktasis ir suderintasis. 
Abu parametro įverčiai (0, ir 0, ) yra nepaslinktieji ir suderintieji, tačiau 
A 
A A 
D0, < D0, 
A 
su visais 7 > L ir drauge įvertis 0, yra efektyvesnis už 0. A 
Atrodytų, jog efektyviuoju įverčiu reikia laikyti tą, kurio dispersija yra 
mažiausia. Tačiau, kai imties tūris 7 fiksuotas, tokia dispersija gali neegzis- 
tuoti. 
Įverčio dispersijos apatinį rėžį apibūdina Rao ir Kramerio nelygybė. 
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Tarkime, kad X — tolydusis atsitiktinis dydis, kurio tankis p(x,0) 
priklauso nuo nežinomo parametro 0. Tada, esant labai bendroms sąlygoms, 


A 
nepaslinktojo įverčio 0, dispersija 





Do, —— 
ni(0) 

Šioje Rao ir Kramerio nelygybėje 
Aln p(X,0) 

00 | 

Funkciją (0) vadiname imties vienos reikšmės informacijos apie para- 
metrą 0 kiekiu (Fišerio informacijos kiekiu). Nelygybės įrodymas pateiktas 
[1] knygoje. 

Tankį pakeitę tikimybėmis, gausime Rao ir Kramerio nelygybę diskre- 
čiuoju atveju. 


i(0)= D 


Nepaslinktąjį įvertį 8, vadiname efektyviuoju, jeigu 
l 


Dū,=—— 
ni(0) 





3 pavyzdys. Sakykime, X skirstinys yra eksponentinis, o jo tankis 
X 


p(x,0) =ze“, x20. 


Raskime efektyvųjį parametro 0 įvertį. 
A Parametro 0 įverčiu imame empirinį vidurkį 


sz 
AL 


A 
Įvertis 0, yra nepaslinktasis ir suderintasis. Įsitikinkite. 
lada LS as P iaias 
Įverčio dispersija D0, = —- Fišerio informacijos kiekis 
n 


š 1 X DX I 
i(0) = D-5+Ž)- KTE = 92 
Tuomet 





D0, = 
ni(0) 


ir įvertis 0, yra efektyvusis. A 
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4 pavyzdys. Raskime įvykio A tikimybės p = P(4) nepaslinktąjį, sude- 
rintąjį ir efektyvųjį įvertį. Tikimybė, pavyzdžiui, gali būti binominio skirstinio 
parametras. 

A Atliekame 7 Bernulio eksperimentų, kurių kiekviename įvykis 4 gali 
įvykti su tikimybe p. Gauname paprastąją atsitiktinę imtį (X,, X3,..., X,). 
Nepriklausomųjų dydžių (X;, i = 1 np skirstinys yra toks: 

P(X; =5)= p'(I- p)", s=0,l. 

Tikimybės p statistiniu įverčiu imame santykinį dažnį 

* k X, kAs kuba, 

p =z—= —————-—————LL 

n n 

Tikimybės p įvertis P yra nepaslinktasis ir suderintasis. Kodėl? Jo 

dispersija 
A Dk pll-p) 

D p — T = Br: 

Bernulio schemos vieno eksperimento Fišerio informacijos kiekis i( p) = 
D(X;-p) | | 
p*U-p? PU- p) 

Įdomu pažymėti, kad šioje schemoje vieno eksperimento Fišerio informa- 


= D((X; In p+(1- X;)In(i- p))), = 





cijos kiekis apie tikimybę p yra mažiausias, kai p - ž 


Visos imties informacija 
n 


p(l-p) 





ni(p)= 


Santykinis dažnis p yra efektyvusis tikimybės įvertis, nes 
l 
ni(p) 

Aptarėme taškinių įverčių kokybės rodiklius. Liko neišspręsta svarbi pro- 
blema: kaip gauti kokybiškus parametrų įverčius? Pateiksime du jos sprendimo 
variantus — momentų ir didžiausiojo tikėtinumo metodus. 

Momentų metodas. Istoriškai tai pirmasis parametrų vertinimo metodas, 
pasiūlytas K. Pirsono (Pearson). Sakykime, pasiskirstymo funkcija F(x)= 





Dp= 


= F(x,0,,05,...,0,) priklauso nuo s parametrų. Imame s pirmųjų pradinių 


(kartais centrinių) momentų Ot, = 45 (8,,05,...,0,) (k =1,s) ir prilyginame 


A A — 
juos atitinkamiems empiriniams momentams Ot; = 45 (0,,05,...,0,) (k =1,5).. 


282 


Gauname lygčių sistemą, turinčią s nežinomųjų: 
G, (0,,...,0,) = 0; 


A 
05(0,,...,0,) = A4, 
A 
a, (01,...,0,) = Ar. 
Jei sistemos sprendinys 
A A A 
(01,02,..., 05) 
egzistuoja, tai jį ir laikome parametrų 0,,0,..., 0, įverčiais. 
Šiuo metodu rasti įverčiai gali būti neefektyvūs. Kartais jie yra paslink- 


tieji. Tačiau momentų metodas dažnai taikomas praktikoje, nes nereikalauja su- 
dėtingų skaičiavimų. 


5 pavyzdys. Atsitiktinis dydis X — R(o*), taigi jo tankis 
2 
2 X X 
p(x,0“)=—€XP1——— į, X 20. 
67 | Š 


Momentų metodu įvertinkime parametrą g“. 
A Skirstinio teorinį vidurkį 


MX oj 
2 


Si saaa . a pl KA Lan 
prilyginę empiriniam vidurkiui X = - X, „ gauname parametro G įvertį 


An 
š= Zr. A 
T 


Didžiausiojo tikėtinumo metodas. Tai daug bendresnis taškinių para- 
metrų įverčių skaičiavimo metodas, pasiūlytas R. Fišerio (Fischer). 
Tarkime, kad tolydžiojo atsitiktinio dydžio tankis p(x)= p(x,0;,...,0,) 


i=| 


priklauso nuo s nežinomųjų parametrų 0; (i =1,5), kuriuos norime įvertinti 
atsitiktine imtimi (X,, X3,..., X,). 

Funkciją 

L(X,0)= p(X,,0,,--,0,)p(X5,0,,., 0,).-P(X,,01,-.-,0,) 
vadiname didžiausiojo tikėtinumo funkcija. Konkrečios imties (x;,X2,..., 


x„) atveju ji yra tik parametrų 0; (i =1, S) funkcija. Parametrų vektoriaus 
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0=(0,,05,...,0,)  didžiausiojo tikėtinumo įverčiu vadiname vektorių 


A A A A 
statistiką 0=(01,0>,...,04), su kuria didžiausiojo tikėtinumo funkcija yra 
didžiausia: 


L(x, 0) = max L(x,0); 


čia x = (x, X2,--, X„) - konkreti imtis. 


Jei funkcija L(x,0) yra diferencijuojama parametro 0 (visų parametrų 


— A A A A 
0;, /=1,s ) atžvilgiu, tai įvertįį 0=(01,02,...,0,) galime rasti spręsdami 
didžiausiojo tikėtinumo lygčių sistemą 


OL(x,0,,04,..., 0 — 
ESS Ozeris BL) 2-0, i=l,s. 
00; 

Kadangi funkcijos L ir In Z didžiausią reikšmę įgyja tuose pačiuose taš- 
kuose, tai šioje sistemoje vietoj funkcijos Z dažnai imamas jos logaritmas In L. 

Kai X yra diskretusis, apibrėždami funkciją L(x,0), tankius p(x;,0) 
pakeičiame tikimybėmis P(X = x;) = P(x;,0). 

Šiuo metodu rasti parametrų įverčiai yra suderintieji ir efektyvieji, tačiau 
kartais jie gali būti paslinktieji. Taikant metodą praktikoje, dažnai tenka spręsti 
sudėtingas netiesinių lygčių sistemas. Jų sprendimas iteracijų metodu aprašytas 
[2] knygoje. 


6 pavyzdys. Sakykime, X — N(m, 6) . Imtimi (x;,x2,...,X,) Iš norma- 
liosios generalinės aibės įvertinkime parametrus m ir G. 
A Momentų metodu parametrų įverčius gauname labai lengvai: 


m=X 5 62=$2. 
Ieškokime įverčių didžiausiojo tikėtinumo metodu. Didžiausiojo tikėtinu- 
mo funkcija 


zm)? (x, m) 








e 26“ 


1 
G/2n 6 21 


APM 
(6V2n) = o) 292 20 m) ! 


ojos logaritmas 


L(x,m,6) = 
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In L(x, m, 0) =-Žin 2n-=Ino" 2 — m). 


Didžiausiojo tikėtinumo lygčių sistemos 


AnL 14 
m ZL m, 





sprendinys 
(m,6*)= (X, S?) 
sutampa su įverčiais, gautais momentų metodu. A 
12.5. Pasikliautinieji intervalai 
Apibūdinome taškinius parametrų įverčius. Nežinomą parametrą 0 kon- 
krečia imtimi (x;,x>,...,X„) įvertinome (praktiškai prilyginome) vienu skai- 


A 
čiumi Ox(x,,X2,..., x„). Taip skaičių tiesėje nurodėme tašką, kuriame yra ne- 


A 
žinomo parametro reikšmė. Tačiau taškinis įvertis 0;(X,, X;,..., X„) yra atsi- 
tiktinis dydis ir konkrečios jo realizacijos išsibarsčiusios apie nežinomą 
parametrą 0. Todėl mums reikšmingi atsakymai į tokius klausimus: kokias 


paklaidas galime padaryti, 0 keisdami įverčiu 0,, koks yra tų paklaidų 
patikimumas? Atsakymai ypač aktualūs, kai imties tūris nedidelis, nes tada 
įverčiams būdinga didelė sklaida. 

Sakykime, atsitiktine imtimi (X,, X;,..., X„) radome parametro 0 įvertį 


A A 
0, =0;(X,, X;,..., X). Įverčio tikslumą apibūdiname nelygybė 
|0n(X,, X, X,)-0|<e, £>0. 
Parametras 0, nors ir nežinomas, yra neatsitiktinis dydis, tačiau įverčio 
paklaida |0,—0| yra atsitiktinė. Todėl kategoriškai reikalauti, kad ši nelygybė 


būtų teisinga, negalime. Tuomet imame tikimybę p=1-—-04 ir darome 
prielaidą, kad 


Pllės-ol<e = 


Kai tikimybė p=1-0 mažai skiriasi nuo 1 (1—0 = 0,9; 0,95; 0,99), 
praktiškai esame tikri, kad 


Oe I, = (81-e, 0,+€). 
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Intervalą /,, kuriam su didele tikimybe p=1-0 priklauso nežinomas 
parametras 0, vadiname pasikliautinuoju intervalu. Toliau jį žymėsime raide 
I be indekso p. 

Tikimybę p=1-0 vadiname pasikliovimo lygmeniu (pasikliovimo 
tikimybe), o £ — įverčio tikslumu (paklaida). 

Trys charakteristikos - p, £ ir imties tūris 1 — yra tarpusavyje susijusios. 
Praktikoje, konstruojant pasikliautinąjį parametro intervalą, imties tūris ir pa- 
sikliovimo tikimybė dažniausiai būna žinomi, o ieškoma įverčio paklaidos £. 


Pabrėšime, kad pasikliautinojo intervalo rėžiai 8, ir 8,+£ (pasi- 
kliautinieji rėžiai) yra atsitiktiniai dydžiai, tačiau intervalo ilgis neatsitiktinis; 
jis lygus 2€. Kiekvieną, net ir to paties tūrio, konkrečią imtį atitinka skirtingi 
vienodo ilgio intervalai, kurių padėtis skaičių ašyje priklauso nuo konkrečios 
imties. Vieną iš galimų pasikliautinojo intervalo / realizacijų pateikiame 77 
paveiksle. 

Minėjome, kad nežinomas parametras 
yra neatsitiktinis, o intervalo / rėžiai — atsi- Ra ua UI g 
tiktiniai. Todėl sąryšio 0,-E 

P(0e /)=1-4 77 pav. 
kairiąją pusę skaitome taip: parametrą 0 uždengia intervalas /. 

Norint sukonstruoti pasikliautinąjį intervalą, reikia žinoti taškinio įverčio 


8, arba tinkamai parinktos jo funkcijos tikimybių skirstinį. Kai imties tūris 
didelis, galime pasinaudoti (apytiksliai) asimptotiniu skirstiniu, kuris dažnai 
būna normalusis. 

Pateiksime pasikliautinojo intervalo konstravimo algoritmą. 

+ Iš generalinės aibės, kurią apibrėžia pasiskirstymo funkcija F(x,0), 
sudarome atsitiktinę imtį (X,, X;,..., X,). 


+ Randame taškinį parametro 0 įvertį 8; = 04 (X, X3,..., X,). 


+ Parenkame tokią statistiką U = U(8,,0) „ kurios skirstinys žinomas ir 
nepriklauso nuo 0 arba žinoma jo asimptotika. 

+ Parenkame pasikliovimo lygmenį 1-4. 

Imame tokius du skaičius vu; ir v> , su kuriais 


P(u, < U(8,,8)<u;)=1-0. 


Paprastai reikalaujame, kad būtų 


P(U(6,,0)<uj)=Š ir P(U(6,,0)2u;)=Š. 
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+ Nelygybes u, < U(0;,0) <u; išsprendę 0 atžvilgiu, gauname pasi- 
kliautinąjį intervalą /. 


Apibrėžėme simetrišką 80, atžvilgiu pasikliautinąjį intervalą, būdingą 
A 
tiems atvejams, kai 0, arba jo funkcijos skirstinys yra simetriškas. Apskritai 
pasikliautinuoju intervalu vadinsime intervalą (8(n),6(n)), kuriame pasi- 
kliautinieji rėžiai O(n) ir O(n) yra tokios atsitiktinės imties funkcijos, su 
kuriomis 


P(0(1) <0< 0(n))=1-0. 


Intervalo rėžius reikia parinkti taip, kad su tuo pačiu pasikliovimo lygme- 
niu intervalo ilgis būtų kiek galima mažesnis, o kartu tikslesnis intervalinis 
įvertis. Visa tai atliekama pagal aprašytą pasikliautinojo intervalo konstravimo 
algoritmą. 

Pateiksime konkrečių pasikliautinųjų intervalų pavyzdžių. Kadangi nor- 
malusis skirstinys yra labai dažnas praktikoje, tai sustosime ties juo. 


12.6. Normaliojo skirstinio parametrų 
pasikliautinieji intervalai 


Sakykime, atsitiktinis dydis X — N(m, 6) . Tirsime atvejus, kai vienas iš 
parametrų yra žinomas, o kitas nežinomas ir kai abu parametrai nežinomi. 
A. Parametro m (vidurkio) pasikliautinasis intervalas 


1 modelis. Dispersija 6“ žinoma. Tarkime, kad (X,, X3,..., X,„) yra 
atsitiktinė imtis iš normaliosios generalinės aibės. Suderintasis, nepaslinktasis 
ir efektyvusis parametro m taškinis įvertis yra empirinis vidurkis X“. Jo 


skirstinys — taip pat normalusis: X=N Č I | 
n 


Pasikliovimo lygmeniu parinkę tikimybę 1-0, įverčio paklaidą € 
apskaičiuojame iš lygties 


P(|X-m|<e)=1-a, 


ekvivalenčios lygčiai 


IE J 
o o 
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Imame statistiką 
<= (X - mn o 
6 
kurios skirstinys yra standartinis normalusis: Z — (0, 1). Tuomet 


1-04= Nizujeti jos | 


Iš lygties 


(p 


galime rasti įverčio paklaidą €. 
Pažymėję z, standartinio normaliojo skirstinio p-tąjį kvantilį (lygties 
OG(z,)= p sprendinį), gauname: 


en a. a 
B ASS as, 
sc P Al 2 
Z„O0 
arba £=— L. 
Jn 
Dabar 


1-4=P(|X-m|<e)=P It 


Ę = 


ir parametro 2 pasikliautinasis intervalas 
— Z„0 — Z,0 [4 
=|X-- =, X+——|, p=1--. 

Jn" Vn 2 

Kvantilio z, reikšmes imame iš funkcijos P(x) reikšmių lentelės (žr. 
1 lentelę knygos pabaigoje). Pavyzdžiui, jei pasikliovimo lygmuo 1—0 = 0,95, 
tai p = 0,975 ir Z9,975 = «“'(0,975) = 1,96 . Priminsime, kad standartinio nor- 
maliojo skirstinio kvantiliai susiję sąryšiu z, „=-z,. Apskritai jis būdingas 
visiems simetriškiems skirstiniams. 

Pastabos. 1) Sukonstruotas parametro 77 pasikliautinasis intervalas / tinka 
mažoms ir didelėms imtims. Tačiau, didindami m, siauriname intervalą ir 
drauge tiksliname įvertį. 

2) Planuojant eksperimentą, svarbu nustatyti mažiausią imties tūrį m, kuris 


su duota pasikliovimo tikimybe 1-0 užtikrintų norimą įverčio tikslumą 
£. 
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Toks imties tūris 


2,6 V 
nz|-L— |. 
£ 
3) Jei imtis (X,, X;,..., X„) yra ne iš normaliosios generalinės aibės su 
žinoma požymio dispersija 07, tai iš centrinės ribinės teoremos išplaukia, kad 
statistika Z,„ yra asimptotiškai (1 —> <) normali. Tuomet, kai 7 didelis, galime 
naudoti tą patį pasikliautinąjį vidurkio intervalą, apytiksliai apibūdindami 
intervalinį jo įvertį. 
2 modelis. Dispersija 67 nežinoma. Tai praktikoje dažniau pasitaikantis 
modelis. Kadangi 6? nežinoma, tai pasinaudoti Z. statistika negalime. Tuomet 
imame dispersijos 6? taškinį įvertį — empirinę „pataisytą“ dispersiją S ir 


apibrėžiame statistiką 


TT, „ Aenih, 


Ji pasiskirsčiusi pagal Stjudento dėsnį su 7 — 1 laisvės laipsniais: 
T, = S(n-1) (žr. 9.7 skyrelį) Tarkime, kad pasiskirstymo funkcija 
Sp (x)= P(T < x). Tada analogiškai 1 modeliui 


I-a=P([X-n|<e)=P Žž 


Iš čia 


eyn 


Ė. 0 a 
—=t -] = 57 1-— , L —=— 
s „0 ) | 2 PD 
ir įverčio paklaida 
„PS 
Vn 


Parametro 1 pasikliautinasis intervalas 


— ž2-0S — KS 
Is|Z-———.,X4+-L——— į: 


čia (1 — 1) - Stjudento skirstinio su 7 — I laisvės laipsniais p-tasis kvantilis, o 
a 3 : : J ska iais Ia su 
42 Jo reikšmes galima rasti 2 lentelėje. Kai imties tūris m didelis, 


Stjudento skirstinį galima aproksimuoti normaliuoju. Kvantilis /,(1 — 1) = z;. 
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1 pavyzdys. Iš didelės varžos rezistorių siuntos atsitiktinai atrinkta 10 
vienetų. Išmatavus jų varžą, gauti tokie nuokrypiai (kiloomais) nuo nominalo: 
+I, +3, +2, -2, +4, +2, +5, +3, -2, +4. Imdami pasikliovimo tikimybę, lygią 
0,95, raskime nuokrypio nuo nominalo pasikliautinąjį intervalą. 

A Tarkime, kad imtis yra iš normaliosios generalinės aibės ir faktinis 
nuokrypis lygus m. Taškinis jo įvertis 
X= 1+34+2-2+44+2+5+3-24+4 

10 
Nežinomos dispersijos įvertis - empirinė „pataisyta“ dispersija 


2 1 10 
Šš -52 0-2 =5,78. 
i=l 


2. 


Parametro 1 intervalinio įverčio paklaida 
"a 10975 (9) S  2,26-2,4 
Jn J10 


o pasikliautinasis intervalas 
Ios = (0,3, 3,7). A 


1-7; 


B. Parametro G“ (dispersijos) pasikliautinasis intervalas 


1 modelis. Vidurkis 7 yra žinomas. Tada nežinomos dispersijos 
suderintasis, nepaslinktasis ir efektyvusis įvertis yra empirinė dispersija 


1 n 

S; == NO - m). 
Niai 
Imame statistiką 


x2 „San 
nr“ 29? 


o 
pasiskirsčiusią pagal x? dėsnį su 77 laisvės laipsniais (žr. 9.6 skyrelį). Parinkę 
pasikliovimo tikimybę 1- at , pasikliautinąjį intervalą apibūdinsime lygtimi 

P(d, <XŽ <d,)=1-0. 

Kadangi x skirstinys nesimetriškas (78 pav.), tai reikalaujame, kad 
P(XZ <d,)= P(XI 2d,)-Ž. 

„2 skirstinio p-tąjį kvantilį pažymėki- 
me Xp (n). Jo reikšmes galima rasti 3 lente- 


lėje. 





290 


Tada 

- a 
d, = Xp (r) ir d; sa) p= 
Dabar 


S2n 
IL (E < dne 


arba 


nSą 2 nSė 








=1- G. 


2 2 7 
Xi-p (2) Xp(n) 
Parametro 67 pasikliautinasis intervalas 


nSą nSą 


L] i p 
X p(0) X (n) 








ka 
2 


Ištraukę kvadratinę šaknį iš intervalo / pasikliautinųjų rėžių, gausime 
standarto G pasikliautinąjį intervalą. 


2 modelis. Vidurkis 27 nežinomas. Vidurkį m ir dispersiją 6“ įvertiname 


atitinkamomis empirinėmis charakteristikomis X“ ir S“ ir imame statistiką 


kurios skirstinys yra x? su 1 — I laisvės laipsniais. 
Toliau pasikliautinojo intervalo konstravimo procedūra yra analogiška, 
kaip ir 1 modelyje. Su pasikliovimo tikimybe 1- 0 


„| (60-05 (-0S | a 


2 > Pp 
Xi-p(n-1) X (n-1) 2 
čia xA (1-1) yra x7 skirstinio su 1 — I laisvės laipsniais p-tasis kvantilis. 
5 X 


2 pavyzdys. Išmatavus atsitiktinai atrinktų 20 universiteto studentų ūgį, 


, = 32 : 5 $ Ša 
gauti tokie duomenys: X =1,75, S = 0,002 . Laikydami, kad ūgio skirstinys 
yra normalusis su parametrais 2 ir G, raskime šių parametrų intervalinius 
įverčius. Pasikliovimo lygmuo 0 = 0,95. 
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A Iš lentelės randame Stjudento skirstinio kvantilį /4535(19) = 2,09. 


Parametro 1 pasikliautinasis intervalas 


4 0,002 0,002 002 
Isss =[1,75-2,09-2———, 1,75+ 2,09. 1,73, 1,77). 
0,95 20 | T | ( ) 


Iš lentelės randame x skirstinio kvantilius: 





Xp(n-1)= Xooxs (19) = 8.91, Xi-p (1-1) = Xo,ys (19) = 328. 
Dispersijos pasikliautinasis intervalas 


Io,95 = L SM = (0,001, 0,004). A 
32,8 8,91 


12.7.Įvykio tikimybės pasikliautinasis 
intervalas 
Tarkime, kad įvykio A tikimybė p nežinoma. Atlikę 7 Bernulio eksperi- 
mentų, apskaičiuojame įvykio santykinį dažnį geb Žinome, kad p yra pa- 
n 


kankamai kokybiškas tikimybės p taškinis įvertis. Fiksavę pasikliovimo lyg- 
menį 1- G, įverčio paklaidą € apskaičiuojame iš lygties 


P(|p-p|<e)=1-a 
arba iš ekvivalenčios jai lygties 
Pl B= |p-p|Yn B - L 
15 = “Tea-p 


Iš Muavro ir Laplaso teoremos išplaukia, kad statistika 





u=u,- PMP (P-Dn 


JDž "Jpa- p) 


yra asimptotiškai (7 >) normali. Tuomet, kai eksperimentų skaičius m 
didelis, 


"I 
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Apytikslę įverčio paklaidą rasime išsprendę lygtį 


Oe ž i 
p(l- p) 2 


Standartinio normaliojo skirstinio g-tąjį kvantilį pažymėję z,, gauname: 


£ —" 2, arba £=Z; SB S 
p(l- p) Vv 2 


Tada su tikimybe 1-0 galime apytiksliai tvirtinti, kad 





2 p(l- p) 
|Ip-pK<24 ka MB 


Išsprendę kvadratinę lygtį 
Dp 22 P(l- p) P) 
(P- BP = 2 


randame p šaknis: 


A 12 (1-p),1Z 
+—- Až3 
2 2 7 n 4,2 
P, 2 2 
Ž 
1+— 
n 


1, PUB), 
2n žą i (0 
IK— > —— E 
4-2 
n 





Tikimybės p pasikliautinasis intervalas 
I = (pi, P;). 


Kai » didelis, atmetę aukštesniųjų eilių nykstamuosius narius, gauname 
tokius pasikliautinuosius rėžius: 


D(l- p) n D(lL- p) 
P 1112 = 


Atkreipiame dėmesį į tai, kad iš formulės 


2 
ra nie p) , 
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remdamiesi nelygybe Ųų galime rasti mažiausią eksperimentų 


skaičių tikimybei p įvertinti. Kai duotas pasikliovimo lygmuo 1-0 ir norimas 
įverčio tikslumas €£, mažiausią eksperimentų skaičių apytiksliai galime 
apskaičiuoti taip: 


12.8. Parametrinės hipotezės 


Statistinio eksperimento tikslas — ne tik įvertinti tiriamų objektų para- 
metrus, bet ir palyginti prietaisų ar gaminių charakteristikas. Sakykime, pa- 
siūlyta nauja elektros lempų gamybos technologija. Pagal senąją technologiją 
pagamintų lempų vidutinė degimo trukmė 4500 h. Išbandžius 50 lempų, paga- 
mintų pagal naująją technologiją, nustatyta, jog vidutinė jų degimo trukmė lygi 
4600 h. Ar, remdamiesi tokiais duomenimis, galime teigti, jog naujoji tech- 
nologija geresnė už senąją? Arba tarkime, kad ligoniui gydyti siūlomi nauji 
vaistai, kurių poveikis jau išbandytas su tam tikra sergančiųjų grupe. Remiantis 
šia informacija (imtimi), reikia įvertinti, ar naujieji vaistai efektyvesni už se- 
nuosius. 

Tokie palyginimo uždaviniai, sprendžiami statistinių hipotezių tikrinimo 
metodais, dažnai pasitaiko praktikoje ir mokslinėje veikloje. 

Statistine hipoteze vadiname bet kurią prielaidą apie nežinomą gene- 
ralinės aibės (atsitiktinio dydžio) tikimybių skirstinį. Skirstinių klasė dažnai yra 
žinoma (normalioji, eksponentinė, Puasono ir t. t.), tačiau priklauso nuo vieno 
ar kelių nežinomų parametrų. Pavyzdžiui, žinome, kad elemento ilgaamžiš- 
kumas X — E(A), tačiau parametras A nežinomas. Prielaidą apie tikimybių 
skirstinio parametrų reikšmes vadiname parametrine hipoteze. 

Parametrinės hipotezės gali būti tokie teiginiai: 

+ vidutinis srauto intensyvumas lygus A; 

e vidutinis elemento ilgaamžiškumas lygus m; 

+ pirmosios staklės stabilesnės už antrąsias (prielaida apie dispersijas 
63 <03). 

Parametrinę hipotezę vadiname paprastąja, jeigu ji nusakoma viena 
parametro reikšme. Priešingu atveju hipotezė yra sudėtingoji. Sakykime, žino- 
me, kad atsitiktinis dydis X — N(m, o) . Tada hipotezė 1 = mą yra paprastoji, 
o hipotezė 1 > mą — sudėtingoji. Vieną iš galimų hipotezių, dažniausiai mums 
ypač reikšmingą, pavadiname pagrindine, arba nuline, hipoteze ir žymime Žą. 
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Hipotezę, priešingą nulinei, vadiname alternatyviąja hipoteze, arba tiesiog 
alternatyva, ir žymime H,. Tarkime, kad monetą metame x kartų. Atvirtusių 


: . , ' 1 . : 
herbų skaičius X — B(n, p) . Nulinė hipotezė Hg: p == (moneta simetriška) 


yra paprastoji parametrinė hipotezė, o jos alternatyva H,: p *5 — sudėtin- 
goji. 

Apibūdinome statistinės hipotezės sąvoką. Toliau išsiaiškinsime, kaip ją 
tikrinti (pagrįsti ar atmesti). Iš pradžių pateiksime hipotezės teisingumo 
tikrinimo loginę schemą. 

Sakykime, tam tikro reiškinio struktūrą nusakome keliomis hipotezėmis. 
Vieną iš jų pavadiname pagrindine, o kitas — alternatyviomis. Tirdami, kuri iš tų 
hipotezių — pagrindinė F/„ ar viena iš alternatyviųjų — yra teisinga, atliekame 
eksperimentą. Jo metu įvykis A gali įvykti arba neįvykti. Be to, žinome: jei H74 
yra teisinga, tai įvykis 4 praktiškai negalimas (jo tikimybė artima nuliui). Jei, 
įvykstant įvykiui 4, hipotezę vis atmesime, suklysime „retai“. Todėl priimame 
tokį sprendimą: jei įvykis 4 įvyksta, tai hipotezė 4 yra neteisinga. Aišku, gali 
pasitaikyti klaidų, nes įvykio A tikimybė, nors ir maža, vis dėlto nelygi nuliui. 

Matematinė statistika apibūdina kriterijus (testus), pagal kuriuos spren- 
džiame, ar stebėjimo duomenys neprieštarauja nulinei hipotezei. Kaip 
sudaromi kriterijai? 

Tarkime, turime imtį (X,, X;,..., X„), gautą stebint atsitiktinį dydį X, 
kurio tikimybių skirstinys priklauso nuo parametro 0. Reikia patikrinti nulinę 
hipotezę Ž4: 0=0; su alternatyva H,: oŽ9, „ Laikydami, kad Hg 
teisinga, parenkame statistiką G,=G,(AX,, X;,..., X,), kurios tikimybių 
skirstinys yra žinomas arba aproksimuojamas žinomu skirstiniu. Statistikos 
galimų reikšmių aibę R suskaidome į dvi sritis: K ir R | K. Hipotezę Hg 
tikriname tokia procedūra: jei, sudarius konkrečią imtį (xį,X2,...,X,), 
statistikos G, reikšmė patenka į sritį K, tai hipotezė f; prieštarauja imties 
duomenims ir yra atmestina, o jei į sritį R | K, hipotezė yra suderinta su imtimi 
ir priimtina. Sritį X — hipotezės H; atmetimo aibę — vadiname kritine sritimi. 

Suprantama, absoliučiai kategoriškos išvados statistikoje neturi prasmės. 
Cia kriterijai apibūdinami atsitiktiniais dydžiais (statistikomis), todėl, taikant 
minėtą procedūrą, gali atsirasti hipotezės priėmimo ir atmetimo klaidų. 

Pirmosios rūšies klaida — atmesta teisinga hipotezė //4. Šios klaidos 


tikimybė 0 lygi tikimybei, kad statistika G, pateks į kritinę sritį K, kai H4 
teisinga: 
a=P(G,e K|Hy). 


295 


Antrosios rūšies klaida — priimta klaidinga hipotezė P. Šios klaidos 
tikimybė P lygi tikimybei, kad statistika G, nepateks į kritinę sritį K, kai Hg 
klaidinga (teisinga alternatyva H,): 

B=P(G,eK|H,)=1-P(G,e K|H,). 

Būtų idealu, jei 04=0 (niekada neatmestume teisingos hipotezės) ir 
B= 0 (nepriimtume klaidingos hipotezės). Deja, esant ribotam imties tūriui, to 
pasiekti negalime. Todėl, brangindami hipotezę 4 ir nenorėdami jos bepras- 
miškai atmesti, parenkame mažą pirmosios rūšies klaidos tikimybę 0 (jos 
skaitinės reikšmės gali būti 0,1; 0,05; 0,01). Tokius kriterijus vadinsime reikš- 
mingumo kriterijais, o tikimybę «4 — reikšmingumo lygmeniu. 

Kriterijų konstravome laikydami, kad su reikšmingumo lygmeniu a 
hipotezė //4 yra teisinga. Tarkime, kad H/; yra klaidinga, o alternatyva H, — 
teisinga. Tikimybę atmesti klaidingą hipotezę HZ4, kai teisinga alternatyva HT, 
(antrosios rūšies klaidos nebuvimo tikimybę), 

1-B8=P(G,e K|H,) 
vadiname reikšmingumo kriterijaus galia. Mažesnę antrosios rūšies klaidos 
tikimybę B atitinka didesnė kriterijaus galia. Vadinasi, kriterijų, kurio reikš- 
mingumo lygmuo G, reikia parinkti taip, kad kriterijaus galia būtų kuo dides- 
nė. Didžiausią galią turintį kriterijų vadiname galingiausiu. 

Statistika G, yra vienmatis atsitiktinis dydis. Sudarydami intervalinius įver- 
čius, ja ėmėme efektyviojo parametro įverčio funkciją 8, „Tikrindami hipotezes, 
elgiamės taip pat. Kritinę sritį X — nulinės hipotezės atmetimo sritį - galima api- 
būdinti pasikliautinuoju intervalu: jei su pasikliovimo tikimybe 1— 0 parametro 
0 pasikliautinasis intervalas yra /, tai hipotezės ZZ„: 0= 04, kai alternatyva 
H,: 0+ 04, kritinė sritis X = R | ir reikšmingumo lygmuo lygus 0. 

Trumpai apibūdinsime parametrinės hipotezės tikrinimo reikšmingumo 
kriterijaus algoritmą. 

+ Formuojame nulinę hipotezę Z/4 ir alternatyvą H,. 

+ Parenkame reikšmingumo lygmenį O. 

+ Laikydami, kad H/;, yra teisinga, imties (X,, X;,..., X,) pagrindu 
apibrėžiame statistiką G, = G,(X,, X;,..., X,„) ir apibūdiname jos skirstinį. 

+ Parenkame kritinę sritį K. 

+ Priimame sprendimą: jei statistikos G, konkreti realizacija g„e K, 
hipotezė Ž/4 nesuderinama su imties duomenimis ir yra atmestina, 0 jei 
£,„*4 K, hipotezė yra suderinta su stebėjimo duomenimis ir priimtina. 

Pateiksime keletą parametrinių hipotezių tikrinimo pavyzdžių. 
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12.9. Hipotezių apie normaliojo skirstinio 
parametrus tikrinimas 


Tarkime, kad X — N(m,o) ir (X,, X;,..., X„) yra šio dydžio atsitiktinė 
imtis. 

A. Hipotezės apie parametrą m (vidurkį) tikrinimas 

Tikrinsime paprastąją hipotezę Hg: m= mą, kai alternatyva H,: mz 
ž My. 

1 modelis. Dispersija 67 yra žinoma. Hipotezei apie teorinį vidurkį tik- 
rinti imame statistiką 


A iai RP 
o 


Kai H4 teisinga, statistika Z — N(0, 1). Pagrįskite. Be to, dideli teorinio ir 





empirinio vidurkio nuokrypiai | X — mg | turi būti nereikšmingi, reti. 
Standartinio normaliojo skirstinio p-tąjį kvantilį pažymėję z,, kritinę sritį 
K apibūdinsime lygtimi 


= P(Z,|22,) 

arba ekvivalenčia jai lygtimi 
a=2-20(z,) 

Iš čia 


a (04 
z,=67|1-- |, p=1--. 
P 2 5 


Dvipusę kritinę sritį K apibrėžia nelygybė | Z,„|2 z,, t. y. 
K=(-=,-z,JU[z,,+ >). 


Priminsime, jog standartinis normalusis skirstinys yra simetriškas, todėl 
a 
P(Z,2z,)=P(Z, Sr 
Kriterijus: 
+ jei statistikos Z,„ konkreti reikšmė z, patenka į kritinę sritį, t. y. jei 
|z„|2z,, tai empirinio vidurkio A“ bei teorinio vidurkio mg skirtumas yra 


reikšmingas ir hipotezę Ž/; atmetame; 
+ jei |z,|<z,, tai šis skirtumas yra nereikšmingas ir hipotezę Ho 
priimame. 

Pažymėsime, kad kritinę sritį X galėjome formuoti pasikliautinuoju inter- 
valu: X = R |I. Įsitikinkite. 
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Kai alternatyva yra dešiniapusė (H„: m > mą), apibrėžiame dešiniapusį 
kriterijų. Kritinę reikšmę z, apskaičiuojame iš lygties 

a=P(Z,2z, 
arba iš ekvivalenčios jai lygties 

a=1-O(z,). 
Tada 

sb 1 

z,=9 (1-0) 
yra normaliojo skirstinio p-tasis kvantilis (p =1-0).. 

Dešiniapusį kriterijų apibūdiname taip: 

+ jei statistikos Z, reikšmė z, patenka į kritinę sritį K =[z,, +), t. y. 
jei Z,2Z Bi tai hipotezė Hl; atmetama; 

+ jei z, < zp, tai hipotezė Hg yra suderinta su imties duomenimis ir 
priimtina. 

Kai alternatyva yra kairiapusė (H,: m < mą), kritinė sritis apibrėžiama 
lygtimi 

a=P(Z, <-z,). 


Iš čia -z, =D" (a) iryra a kvantilis. 
Statistikos Z,„ tankį pažymėję p(z|Hg4), kai Hg teisinga (standartinis 
normalusis tankis), vienpuses ir dvipusę kritines sritis pateikiame 79 paveiksle. 


p(z|H) 


plz IH4) 
4 a 
H. m>m Zp Z = 
ją Ė (z|H, „Ki 0 Himėm 
Z 
a) PD 4) b) 
0. (24 
2 2 
"a E 
H,: m *mą 
c) 
79 pav. 


1 pavyzdys. Nuvažiuodamas 100 km, automobilis suvartoja 10 I degalų. 
Pakeitus jo konstrukciją, tikimasi sumažinti degalų sąnaudas. Patikrinimui 
atrinkti 25 modernizuoti automobiliai. Paaiškėjo, kad vidutinės degalų sąnau- 
dos X = 9,3 I. Laikydami, kad degalų sąnaudos X — N(m,6) ir c=2L, tik- 
rinsime hipotezę, jog automobilio modernizavimas yra nereikšmingas. 

A Nulinė hipotezė Hg: m = 10, o alternatyva H,: m < 10. Imkime reikš- 
mingumo lygmenį 4 = 0,05. 

Statistika 

7 „X-10Y25 

2 


n 


yra standartinė normalioji. Kairiapusė kritinė sritis apibūdinama nelygybe Z, < 
<- Zp; čia —Zp = Z0,05 = —Z0,95 = -1,64. 





Ž 5 „3-1 
Konkreti statistikos Z, reikšmė z;4 = Ž a 9 155 =-1,75. 


Kadangi  z3s =—1,75 <-1,64=Zg gs, tai hipotezė Ho  atmestina: 
automobilio modernizavimas sumažino degalų sąnaudas. 

Imdami mažesnį reikšmingumo lygmenį 0= 0,01, gauname kvantilio 
reikšmę zo g; =— 2,33 ir hipotezę Žo priimame. Pakomentuokite. A 

2 modelis. Dispersija 6? nežinoma. Hipotezei H4: m=mą, kai 
alternatyva H,: m = mą, tikrinti imame statistiką 


T-T, „rmjs, 


Kai //, teisinga, ši statistika pasiskirsčiusi pagal Stjudento dėsnį su 2 — I 
laisvės laipsniais. 

Kritinę reikšmę /„(2 — 1) apibrėžiame lygtimi 

a= P(| T, |2/„(n-1)). 


Iš čia analogiškai kaip ir 1 modelyje 


stn-=5; 1-5) 


t.y. /„(1—1) yra Stjudento skirstinio p-tasis kvantilis ir p= 1 a . 


Dvipusę kritinę sritį K apibrėžia nelygybė |T,| 2/„,(n-1), taigi 


67 
K=(-=,-t,JU[t,,+>), P-L-2 


Kadangi Stjudento skirstinys yra simetriškas, tai 1 „(1—1)=-/,(n—1). 
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Kriterijus: 

+ jei statistikos T, konkreti reikšmė /„ patenka į sritį K, t. y. jei 
|1„|2/„(n-1), tai hipotezė A, atmestina; 

+ jei|/,|</„(n-1), tai Ho priimtina. 

Kai alternatyva H, yra vienpusė, hipotezės Hg: m= mą tikrinimo užda- 
vinys sprendžiamas panašiai kaip ir 1 modelio atveju. 


2 pavyzdys. Tuo pačiu prietaisu matuojant detalę 9 kartus, gauti prietaiso 
paklaidų statistiniai įverčiai: X=0,52, S=1. Laikydami, kad matavimo 
paklaidų skirstinys yra normalusis, su reikšmingumo lygmeniu 4 = 0,05 
nustatykime, ar matavimo prietaisas nedaro sisteminių paklaidų. 

A H;: m=0,kai H,: mz0. 

Statistikos T, konkreti reikšmė 


Ig B 1,56. 


Dvipusę kritinę sritį apibūdina nelygybė | T, |2/,(2—1),kai p=1 5 = 


=0,975. Stjudento skirstinio p-tasis kvantilis /4.475(8) = 2,31 . Statistikos T, 
realizacija /4 nepatenka į kritinę sritį: 

|! |=1,56 < 2,31 = /4925 (9). 

Matavimo duomenys neprieštarauja hipotezei Ž; — prietaisas nedaro siste- 
minių paklaidų. Patikrinkite Ž4 , imdami 4= 0,01. A 

B. Hipotezės apie parametrą 67 (dispersiją) tikrinimas 

Šio tipo hipotezės yra labai aktualios praktikoje. Matavimo paklaidos, 
prietaisų tikslumas, technologinių procesų stabilumas ir t. t. dažnai apibūdi- 
nami dispersija. 

Sakykime, X — N(m, 6) . Su reikšmingumo lygmeniu a tikrinsime hipo- 
tezę Hą: 07 = 62, kai alternatyva H,: 0? + 63. 

1 modelis. Vidurkis 77 yra žinomas. Hipotezės Ž; tikrinimo reikšmingu- 
mo kriterijus grindžiamas statistika 


2 
2 nų 
Au= 2i 

90 


čia S4 =— Y.(x;—m)" . Kai nulinė hipotezė Ho teisinga, statistika X, 


pasiskirsčiusi pagal x“ dėsnį su x laisvės laipsniais. 
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Dvipusę kritinę sritį X apibrėžiame lygtimis 


PO SX ()=Ž Ir PO Ai, (0) =Š 


2 
čia "I (n) yra 1 skirstinio su 7 laisvės laipsniais p-tasis kvantilis ir p -Š : 
Tuomet kritinę sritį sudarys dviejų intervalų sąjunga: 
K=K UK; =[0.x5(1)]Ulxi-p (r), + >). 
Kriterijus: 
e jeistatistikos X konkreti reikšmė xa e K „tai hipotezė H; atmestina; 
o jei „2 £ K „tai Hą priimtina. 
Kai alternatyvioji hipotezė yra vienpusė, pavyzdžiui, H,: 65 02, kri- 
tinę sritį apibūdiname lygtimi 
22 APS 
P(X 2 Xp(n)) imi a, 
čia X; (n) yra x skirstinio 1— 0 kvantilis (p =1-a4) . Tuomet 
= [AŽ Ž 
K=[xp(2), +), p=1-0. 


Kai alternatyva H,: 62 < 5 kritinę sritį apibūdiname analogiškai. Pa- 
bandykite. 

2 modelis. Vidurkis 77 nežinomas. Reikšmingumo kriterijų grindžiame 
statistika 


xz n-0S 


n > 


60 
šia 5 — „pataisyta“ empirinė dispersija. Kai hipotezė H, teisinga, ši statistika 


pasiskirsčiusi pagal x? dėsnį su 1 — I laisvės laipsniais. 


Dvipusė kritinė sritis K =[0, Xž(1—DJUIXĖ „(1—1), +) ir p= 2 


12.10. Dviejų normaliųjų skirstinių 
parametrų palyginimo hipotezės 


Tokio pobūdžio uždaviniai gali būti senosios ir naujosios technologijos 
metodais gautų gaminių charakteristikų, darbo našumo dviejose įmonėse, dvie- 
jų eksperimentų rezultatų palyginimas. Jie dažnai apibūdinami hipotezėmis 
apie dviejų vidurkių arba dviejų dispersijų palyginimą. 
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Tarkime, kad, stebėdami du nepriklausomuosius dydžius X = N(m, 6; ) 
ir Y — N(m;,6;), sudarome imtis 

(Xi, X3,-, X, ) Ir (K, F5,--, r, ). 

A. Vidurkių palyginimo hipotezės 

Sudarytų imčių pagrindu tikrinsime nulinę hipotezę Žg: m, = m; su 
alternatyva Z,: m Z m). 

1 modelis. Dispersijos 62 ir 62 yra žinomos. Apskaičiuojame parametrų 
m, ir m, efektyviuosius įverčius X ir Y . Kadangi X it Y yra nepriklausomi, 
tai 

D(X-Y)=DX+DY = + 


n M) 


02 
Be to, jei H4 teisinga, tai 
M(X-Y)=m; -m; =0. 


Tuomet statistikos 


nunp O 
G; „03 
V 
no M) 


skirstinys yra standartinis normalusis: Z — N(0, 1). 
Parinkę reikšmingumo lygmenį ot, kritinę sritį X apibrėžiame lygtimi 


Z=Z 


P(|Z|2z,)=a 
arba ekvivalenčia jai lygtimi 


(67 
6(z,)=1-Z. 
(Z,) 2 


ir yra standartinio normaliojo skirstinio p-tasis kvantilis, kai p= 1 pi Ė 
Kritinė sritis 
K=[-»,-z,1U[2,,+>), p= L-Ž. 
Kriterijų lengvai apibūdins skaitytojas. 
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Kai alternatyva H, yra vienpusė, hipotezei Ž4: m, = m; tikrinti formuo- 
jame vienpuses kritines sritis: 

+» Zžz,,kai H,: m > mp, 

o Z<-z,,kai H,: m < mp; 
čia Zp yra standartinio normaliojo skirstinio p-tasis kvantilis ir p=1-0.. 

2 modelis. Dispersijos 02 ir 63 nežinomos. Tarkime, kad jos yra lygios: 
62 =02 =07. Jei nėra pakankamo pagrindo tai tvirtinti, reikia patikrinti hipo- 
tezę apie jų lygybę (apie tai skaitykite 12.9 skyrelyje). 

Imame nežinomų dispersijų 62 ir 02 statistinius įverčius 

sloga 2, 1 2 

St =—Y(X,-X)" ir S =— UT, -Y)". 

„-lž n-1 a 

Kadangi imčių tūris nevienodas (7, * 15), tai abiejų generalinių aibių 
bendrąją dispersiją įvertiname svertine dispersija 
nų -DSf +(1- 053 

„+n;-2 i 


s2 


kurios vidurkis 
(mų -1)0t +(n;-I)0ž | 
mM+n;-2 


MS? ss 


Apibrėžiame statistiką 


Šo La LS S Lule et) 
"sl Jen-DSž+ 5 -D32V mm 


—+ 
n M 


Kai hipotezė FH, teisinga, statistikos T skirstinys yra Stjudento skirstinys 
su n, + n;— 2 laisvės laipsniais (žr. [2]). 
Parinkę reikšmingumo lygmenį G, kritinę sritį  apibrėžiame lygtimi 


P(|T|2/,(1 +n;-2))=0; 
čia /„(n,+n; -2) yra Stjudento skirstinio su »,+n; —2 laisvės laipsniais 
p-tasis kvantilis ir p=1 2 ė 

Kritinė sritis 

K=(-=, —1,]U[t,, +), p=1-Š 
ir kriterijus formuluojamas analogiškai kaip ir 1 modelyje. Vienpusių alterna- 


tyvų atvejai taip pat aiškūs. Įsitikinkite. 
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Kai imčių tūris vienodas (m, = m; = 7) , gauname statistiką 
X -Yn 
VŠį +5; 


pasiskirsčiusią pagal Stjudento dėsnį su 2 — 1 laisvės laipsniais. 


T=-T, 


1 pavyzdys. Produkcija gaminama laikantis dviejų technologijų. Žaliavų 
sąnaudos (gramais) produkcijos vienetui pagaminti nurodytos lentelėje 


E | 25 |) 232 L 48 | BA AR) 


Laikydami, kad imtys yra iš normaliosios generalinės aibės ir 62 =63, su 






















reikšmingumo lygmeniu 0: = 0,01 tikrinsime hipotezę, jog žaliavų sąnaudos, 
dirbant pagal abi technologijas, yra vienodos. 
A Zi mM=mM,, H, omų žm). 


Kriterijų apibūdinančios statistikos T, ,„, konkreti reikšmė 


2,95-3,3 6:5(6+5-2) 
Lito — —— 2 r 
*  [5-0,134+4-0,195 6+5 


ir Stjudento skirstinio kvantilis 
tp (r + Lb] -2) = 10,995 (9) = 32:23: 


Tuomet 


ir stebėjimo duomenys neprieštarauja hipotezei Ho. 


a: 


B. Dispersijų palyginimo hipotezės 
Tarkime, kad parametrai 72,25, 6, ir 6; nežinomi. Su reikšmingumo 
lygmeniu 0. tikrinsime hipotezę Hg: Gp = 62 , kai alternatyva H, : Gi 02. 
Kriterijų šiai hipotezei tikrinti grindžiame statistika 
Si. 


čia š ir 2 yra nežinomų parametrų 62 ir 63 taškiniai įverčiai, t. y. „,patai- 
sytos“ empirinės dispersijos. Be to, tarkime, kad kia > 52 4 

Kai hipotezė H4 teisinga, statistika F yra pasiskirsčiusi pagal Fišerio F 
dėsnį su 2, —1 ir m; —1 laisvės laipsniais (žr. [2]). 

Kritinę sritį X apibrėžiame lygtimi 

P(F2 F,(m-L,n; -1))=0, 
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iš kurios 
K BL -1, np -1), +); 
čia F,(m —1,n; -1) yra Fišerio skirstinio p-tasis kvantilis ir p=1-0. 


Kriterijaus formuluotė aiški ir paprasta. Pabandykite ją pateikti. 


Hipotezės 4: 02 =g2 su alternatyva 7, : 02 <63 tikrinimas grin- 


džiamas pirmuoju atveju: Z4: 67 =02 ir H,: G! >62. 
p J ) 0 l 2 a 1 2 
Kai alternatyvioji hipotezė H,: 67 * 62, nulinės hipotezės kritinė sritis 
y j p a 1 2 P 
yra dvipusė ir apibrėžiama lygtimis 


P(F< F, (r, 1,22) =, P(F2 A. „(r np -1)=Š 





ir p= 2 
r 
Pastaba. Jei parametrai m, ir > žinomi, statistiką F apibrėžiame taip: 
F= Ša 
ns np 2? 
502 
čia 
2 lų 22 la 2 
Sa == 204 m)", Sa =— 20, m). 


L = 2 ;=1 
Statistikos F skirstinys yra Fišerio skirstinys su x, ir n2 laisvės laipsniais. 


2 pavyzdys. Dvejos staklės štampuoja detales. Atsitiktinai atrenkame 10 
detalių, pagamintų pirmosiomis staklėmis, ir 9 detales — antrosiomis. Jas pa- 


svėrę, apskaičiuojame nežinomų dispersijų statistinius įverčius: S“ = 0,0032, 
Š2 = 0,0015 . Ar, remdamiesi šiais duomenimis, galime teigti, kad staklės dir- 
ba vienodai stabiliai? Reikšmingumo lygmuo 0 = 0,05. 

A Laikydami, kad duomenys paimti iš normaliųjų generalinių aibių, 
tikriname hipotezę Hg: G; =03, kai alternatyva H,: 67 > 63. 


Statistikos F,,,„„ konkreti reikšmė 


n 


Ss. 
Jio.s === 2,13 
S; 


ir Fišerio skirstinio kvantilis F4 45 (9,8) = 3,39 . Tuomet 
Jio,s = 213 < 3,39 = F3,95 (9,8) 


ir nėra pagrindo atmesti hipotezę Ho. A 
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12.11. Neparametrinės hipotezės 


Keldami ir tikrindami parametrinės hipotezes, laikėme, kad generalinės 
aibės (atsitiktinio dydžio) pasiskirstymo funkcijos F(x)= F(x, 0;,...,0,) ana- 
lizinė išraiška yra žinoma, tačiau priklauso nuo nežinomų parametrų 0;,i= 


=1,s . Kitaip tariant, buvo žinoma teorinių skirstinių klasė (normalioji, ekspo- 
nentinė, Puasono ir kt.), priklausanti nuo vieno ar kelių nežinomų parametrų. 

Praktikoje teoriniai modeliai dažniausiai yra nežinomi. Tuomet, remiantis 
apdorotais duomenimis (histograma, kumuliante ir t. t.) arba kitomis sampra- 
tomis, daromos prielaidos apie teorinį skirstinį. Jos dažnai esti subjektyvios, 
todėl būtini objektyvūs jų tikrinimo kriterijai. 

Paprastąja neparametrine hipoteze vadiname prielaidą apie tikimybių 
skirstinio analizinę išraišką. Pasiskirstymo funkcijų terminais ją išreiškiame 
taip: Hg: F(x)= Fg(x); čia Fj(x) - žinoma pasiskirstymo funkcija. 

Kriterijus, kuriais remdamiesi tikriname paprastąsias neparametrines hipo- 
tezes, vadiname suderinamumo kriterijais. Jų sudarymo principai ir hipotezių 
tikrinimo metodai lieka tie patys, kaip ir parametrinių hipotezių. Imama tam tikra 
statistika D,„, apibūdinanti teorinės pasiskirstymo funkcijos F4(x) ir empirinės 


P n(x) nuokrypių matą. Kai hipotezė Ž/4 teisinga, statistikos D, didelės reikš- 

mės turi būti mažai patikimos. Todėl, parinkę mažą reikšmingumo lygmenį a, 

kritinę sritį X — statistikos D, „didelių reikšmių“ sritį - apibrėžiame lygtimi 
P(D,e< K)=a. 


Suderinamumo kriterijų formuluojame taip: 

+ jei konkreti statistikos D, reikšmė d, patenka į sritį K, t. y. jei 
d„e K „hipotezę Hg atmetame; 

+ jei d,e K, hipotezė H4 yra suderinta su imties duomenimis ir pri- 
imtina. 

Teorinių ir statistinių duomenų nuokrypio matas D, gali būti parinktas 
įvairiais būdais. Aptarsime du praktikoje dažnai taikomus metodus. 

Pirsono x? kriterijus. Šis suderinamumo kriterijus yra universalus. Jo 
taikymo galimybės nepriklauso nuo teorinio skirstinio išraiškos. Statistika D, 
apibūdinama patekimo į tam tikrus intervalus teorinių tikimybių ir jų statistinių 
įverčių — santykinių dažnių — skirtumu, o kriterijus grindžiamas šių charakte- 
ristikų didelių nuokrypių mažu patikimumu. 

Sakykime, (X,, X;,..,X„) yra atsitiktinio dydžio A“ su nežinoma 
pasiskirstymo funkcija F(x) atsitiktinė imtis. Tikrinsime paprastąją hipotezę 
H4: F(x)= Fy(x). 
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Visą dydžio X galimų reikšmių aibę skaidome į 77 intervalų. Tarkime, kad 
į /-tąjį intervalą pateko K; konkrečios imties (x;,X;,...,x„) reikšmių. Grupuo- 
tus duomenis surašome lentelėje: 


„ai Tlasa) Tea) T Tania) T. ae) 


| Dažniai | 





Dani || 2 E = 
dažniai į 


Tarę, kad H4 yra teisinga, apskaičiuojame teorines tikimybes p;: 


= P(a;, < X <a;)= F(a;)- F(a; |), i=1, m. 
as p; yra teorinės pasiskirstymo funkcijos F4(x) pokytis /-tajame 


intervale [a; ,,a;), o santykinis dažnis —- — empirinės pasiskirstymo 
n 


A 
funkcijos F(x) pokytis šiame intervale. Teorinės ir empirinės pasiskirstymo 
funkcijos nuokrypio matu imame pikio 


7 (k; AS Lk 

IE uo ke a 

Jei hipotezė Hg yra teisinga, statistika x: yra asimptotiškai (1 > e) pa- 
siskirsčiusi pagal x? dėsnį su 71 — | laisvės laipsniais (žr. [1]). Vadinasi, esant 
didelėms imtims (o tik tokias ir grupuojame!), statistikos XI skirstinį galime 
aproksimuoti x“ skirstiniu. Šią aproksimaciją laikome gera, kai np; 2 5 su vi- 
sais i=1, m (žr. [2]). 

Neneigiama statistika X sudaryta taip, kad kuo artimesnė nuliui yra jos 
reikšmė, tuo didesnė tikimybė, kad H/; teisinga. Todėl hipotezės tikrinimo 
kriterijų grindžiame dešinine kritine sritimi, kurią sudaro didelės k reikšmės. 


Statistikos X skirstinio p-tąjį kvantilį pažymėję Šu kritinę sritį K apibrė- 
žiame lygtimi 


PO >x7)=0. 


Kadangi statistikos Xx: skirstinio nežinome, o jį tik aproksimuojame xz 
EI su m — 1 laisvės laipsniais, tai aproksimuojame ir p-tuosius kvan- 
tilius: * =xXž(m-1). 
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Dabar kritinę sritį K apytiksliai apibūdiname intervalu 
2 

K=[xp(m-1), +), p=1-a. 

Kriterijus: 

e jei statistikos X: konkreti reikšmė "> ZX, (m-1), hipotezę Ho 
atmetame; 

+ jei x5 <Xp(m-1), Ho priimame. 

Apibūdinome Pirsono suderinamumo kriterijų paprastajai hipotezei 
H4: F(x)= F(x) tikrinti, kai pasiskirstymo funkcija F4(x) yra visiškai api- 
būdinta. Tačiau dažnai būna F4(x)= Fj(x,0,,...,0,), o parametrai 0; (i = 
=1,5) nežinomi. Tuomet, remdamiesi grupuotais imties duomenimis, randame 

A + 

nežinomų parametrų suderintuosius įverčius 0; (i=1,s) ir apskaičiuojame 


tikimybes 


A A A A A 
P; = Ex(0;,81,-,05)= Fx(041,81,..,05), i = I,m. 


Kai imties tūris n didelis, o hipotezė Hg: F(x)= Fp(x,01,...,84) teisin- 


. „kon . S 
ga, skirtumai = p; Yra maži. Tuomet natūralus statistikos X analogas yra 


statistika 
A m k. 2 Aa 2 
X. = 2. ( ' a ) ji 


i np; 


Statistikos : A skirstinį, kai imties tūris 2 didelis, galima aproksimuoti 
taip pat x skirstiniu, bet su 72 — s — 1 laisvės laipsniais (žr. [1]). 

Tarę, kad reikšmingumo lygmuo lygus at, kritinę sritį apytiksliai apibū- 
diname intervalu 


K=[xz(m-s-1), +), p=1-0. 


Kriterijaus formuluotė akivaizdi. 

Pastabos. 1) x2 kriterijaus privalumas yra universalumas. Juo galime 
tikrinti hipotezę apie bet kurį skirstinį (tolydųjį, diskretųjį), netgi priklausantį 
nuo nežinomų, bet statistiškai įvertintų parametrų. 

2) Imtis turi būti didelė. Ją reikia grupuoti, tačiau, kaip tai atlikti, tiksliai 
neapibrėžiama. Tai kriterijaus trūkumas. 
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Pavyzdys. Išmatuoti 500 rezistorių varžos nuokrypiai X nuo normos 
(omais) ir pateikti sugrupuotų duomenų lentelėje. 


Aaaa 


Dažniai k; EET 

















0,266 | 0,240 | 0,176 | 0,092 | 0,020 
š 131,8 | 90,5 38,2 10,5 








Remdamiesi šiais duomenimis: 

a) nubraižykime santykinių dažnių histogramą; 

b) su reikšmingumo lygmeniu 0 = 0,05 patikrinkime nulinę hipotezę 
H4: F(x)= Fy(x). 

A Pateikiame santykinių dažnių histogramą (80 pav.). 


P(x) 


80 pav. 


Vizualiai iš histogramos darome prielaidą, kad varžos nuokrypiai nuo 
nominalo yra normalieji, taigi keliame paprastąją hipotezę Hg: F(x)= 
= D(x, m,o). Ją tikrinsime Pirsono x kriterijumi. 

Pažymėję X; i-tojo intervalo vidurinę reikšmę, apskaičiuojame parametrų 
mir 6 statistinius įverčius. Empirinis vidurkis 


o empirinis standartas 
m 


= ISG -5Y EB =1,448. 


i=l n 


Parametrais m ir 6 imame atitinkamus taškinius jų įverčius X ir s. 
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Jei hipotezė H4: F(x)= D(x, 0,186, 1,448) yra teisinga, teorines tiki- 


mybes P; = P(a; , < X <a;) skaičiuojame taip: 


p= "E Bs I mr | i=1,m; 
s s 


čia P(x) — standartinio normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcija. Pavyz- 





džiui, tikimybė varžos nuokrypiui nuo nominalo patekti į antrąjį intervalą lygi 


p,=O =2-0,168 -Ėb =3-0,168 = 0,0524. 
1,448 1,448 


Sandaugas 71 p; surašėme į paskutiniąją lentelės eilutę. 
Apskaičiuojame statistikos 


A m ks 2 2 
x = yL i npį) 


A 


į=1 np; 


konkrečią reikšmę x; : x; = 3,94. 
Kai reikšmingumo lygmuo 04 = 0,05, x? skirstinio su V =m-s-1=5 


laisvės laipsniais p-tasis kvantilis Xp (V) = das (5) =11,07 . Gauname: 


x? =3,94<11,07 = x255(5), 
taigi nėra pagrindo atmesti hipotezę Hg apie normalųjį X skirstinį. A 

Kolmogorovo kriterijus. Tai neparametrinės hipotezės Hg: F(x)= 
= Fj(x) tikrinimo kriterijus. Jį galime taikyti, kai pasiskirstymo funkcija 
Fs(x) yra tolydžioji ir visiškai apibrėžta (nepriklauso nuo jokių nežinomų pa- 
rametrų). Kriterijų grindžiame empirinės ir teorinės pasiskirstymo funkcijos 
didžiausiu nuokrypiu - statistika 

D, =sup| E, (x)- Ep (x)]. 

Kolmogorovo teorema. Tarkime, kad Fj(x) yra tolydžioji pasiskirstymo 
funkcija. Tada 


lim P(/AD,<x)= K(4)= NC, x>0. 

n—>o = 

Iš šios teoremos išplaukia, kad, esant didelėms imtims, galioja apytikslė 
lygybė 

P(/nD,„ < x)= K(x). 
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Imdami reikšmingumo lygmenį a, lygtimi 


P(/nD,„>1,)=0 


apibrėžiame kritinę sritį K; čia A, yra statistikos VD, p-tasis kvantilis 
(p=1-0). Jis apytiksliai lygus lygties K(A„)=1-0a sprendiniui, t. y. Kol- 


mogorovo skirstinio p-tajam kvantiliui A. „„kai p=1-4a. Kritinė sritis 
K=N,, +»), p=1-0. 


Statistikos D, reikšmę d, galime apskaičiuoti tokiu būdu. Imame 
konkrečios imties (x;, X>,-..., x„) variacinę seką ir randame reikšmes 


4; = mas[E- Ato a; = pasl RA) 


I<kSnį Nn 

Tuomet 

d,=max(d/ „d; ). 

Kriterijaus formuluotė paprasta: 

e jei Vnd, 24,4, tai hipotezė H4 yra nesuderinama su stebėjimo 
duomenimis, todėl atmestina; 

+ jei Vnd., <4j 4, tai hipotezė H9 priimtina. 

Esminis Kolmogorovo kriterijaus trūkumas — neuniversalumas. Šio 
kriterijaus negalima taikyti diskretiesiems skirstiniams ir tiems tolydiesiems 


skirstiniams, kurių parametrai nežinomi. Imtis turi būti didelė. Duomenų gru- 
puoti nereikia. Tai — kriterijaus privalumas. 


12.12. Statistinių procedūrų paketai 


Praktinį matematinės statistikos metodų taikymą labai palengvina duome- 
nų analizės sistemos, jungiančios visus reikiamos informacijos gavimo iš duo- 
menų etapus: 

+ duomenų įvedimo, testavimo, redagavimo ir saugojimo; 

e statistinės duomenų analizės ir sprendimų priėmimo; 

+ ataskaitų rašymo ir rezultatų grafinio vaizdavimo. 

Didesnės šios klasės sistemos (STATGRAPHICS, SPSS PC +, SAS; 
žr.[2]) turi dviejų lygių programines priemones: 

— specializuotą programavimo kalbą duomenų analizės uždaviniams 
spręsti; 
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— tipinių duomenų analizės uždavinių sprendimo posistemį, kurį sudaro 
dažniausiai naudojamų duomenų analizės procedūrų rinkinys ir programinės 
priemonės, sukuriančios „patogią“ darbo aplinką šių programų vartotojui. 

Glaustai apibūdinsime vieną duomenų analizės sistemų STATGRAPHICS 
5.0 (Statistical Graphics System — JAV firmos STSC. Inc., (nuo 1992 05 01 
vadinamos Manugistics, Inc.) statistinių ir grafinių procedūrų paketą (žr. [4]). 
Šios sistemos 5.0 versija pradėta platinti 1991 metais. Ji skiriama IBM/ KT/ AT, 
PS/2 bei programiškai su jais suderinamiems asmeniniams kompiuteriams. 
Sistemai funkcionuoti reikia 512 KB operatyviosios atminties, displėjaus, vieno 
lanksčių diskų įrenginio, 3 MB kietojo disko atminties, standartinės DOS 
klaviatūros ir operacinės sistemos DOS 3.0 arba vėlesnės jos versijos. Papildomai 
galima naudoti matricinį ir lazerinį spausdinimo įrenginį, braižytuvą, išplėstąją 
operatyviąją atmintį. 

Sistema STATGRAPHICS 5.0 gali atlikti daugiau kaip 250 įvairių duo- 
menų tvarkymo ir analizės procedūrų. Vartotojas gali naudoti dviejų lygių 
programines priemones: 

+ meniu sistemą, skirtą duomenims įvesti, analizės procedūroms atlikti 
ir rezultatams išvesti (ja gali naudotis nemokantis programuoti vartotojas); 

+ programavimo kalbą APL PLUS, skirtą duomenų analizės uždavi- 
niams programuoti (ji turi daugiau kaip 350 operatorių ir funkcijų). 

Pagrindiniame sistemos meniu 22 sekcijos suskirstytos į 6 grupes. Deta- 
liau apibūdinsime pirmąsias dvi grupes, kurios siejamos su 12 skyriaus teorinių 
išvadų praktiniu realizavimu. 

Duomenų bazė ir sisteminės programos 

A. Duomenų įvedimas, redagavimas ir saugojimas, operacijos su bylomis, 
bylų importas ir eksportas. 

B. STATGRAPHICS sisteminių parametrų nuorodos, DOS komandų 
vykdymas, laikinas grįžimas į DOC aplinką, operatorių ir funkcijų įrašymas į 
darbinę sritį. 

C. Ataskaitų rašymas, tekstinių ir grafinių bylų peržiūrėjimas bei spaus- 
dinimas. 

D. Grafikos parametrų ir spalvų nuorodos. 

Braižymas ir aprašomoji statistika 

E. Funkcijų grafikų braižymas dvimatėje ir trimatėje erdvėje, stulpelinių 
ir skritulinių diagramų braižymas. 

F. Empirinių charakteristikų skaičiavimas, empirinių skirstinių daugia- 
kampių ir histogramų braižymas, empirinių kvantilių skaičiavimas. 

G. Pasikliautinųjų intervalų radimas, parametrinių hipotezių tikrinimas, 
normaliojo skirstinio empirinės ir teorinės pasiskirstymo funkcijos grafikų 
palyginimas. 
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H. Empirinės ir teorinės tankio funkcijos grafikų palyginimas, neparamet- 
rinių hipotezių tikrinimas (x? ir Kolmogorovo suderinamumo kriterijai), 18-05 


skirstinių pasiskirstymo ir tankio funkcijų grafikų braižymas, kvantilių 
skaičiavimas, atsitiktinių dydžių generavimas. 

I. Duomenų testavimas ir testavimo rezultatų grafinis vaizdavimas. 

Kitų keturių grupių, skirtų dispersinei ir regresinei analizei, laiko eilučių 
procedūroms, kokybės kontrolės procedūroms, eksperimento planavimui, 
lygčių sprendimui, simpleksų metodui ir t. t., tikslesnis aprašymas pateiktas [4] 
knygoje. Čia rasite ir detalią informaciją paketo vartotojui. 

Plačiai žinomų matematinės statistikos taikomųjų programų paketai 
apibūdinami [2] knygoje. 


Uždaviniai 
1. Atsitiktinai atrinkę 10 puslapių teksto, suskaičiuojame, kiek jame yra 
klaidų. Jų skaičiaus imtis yra tokia: (0, 2, 1, 0,4, 1, 3, 2, 0, 1). 
Sudarykite klaidų skaičiaus puslapiuose variacinę seką ir empirinį klaidų 
skirstinį. Raskite empirinę pasiskirstymo funkciją, empirinį vidurkį ir empirinę 
dispersiją. 


2. Grupuotos imtys pateiktos lentelėse: 


| Intervalai | 0-2 | 24 | 46 | 68 | 8-10 | 
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Nubraižykite empirinės pasiskirstymo funkcijos bei kumuliantės grafikus 
ir santykinių dažnių histogramą. Apskaičiuokite empirinį vidurkį ir empirinę 
dispersiją. 


3. Nepriklausomieji atsitiktiniai dydžiai X ir Y yra normalieji: 
X - N(0,1), Y - N(0,4). 

a) Generuodami dydžius X ir Y, sudarykite jų imtis (tūris 2 = 50). 

b) Remdamiesi a) rezultatu, gaukite dydžio Z =| X - Y | imtį ir nubraižy- 
kite santykinių dažnių histogramą. 

c) Apskaičiuokite dydžio Z empirinį vidurkį ir empirinę dispersiją. 
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4. Atsitiktinis dydis / yra įvykio (o: |X(0)|< 2) indikatorius: 
"Ji kai| X |<2, 
a 
a) Modeliavimo metodu gaukite dydžio / 50 reikšmių imtį, kai X — N(0, 4). 
b) Raskite įvykio (0: /(0) =1) santykinį dažnį. 
c) Apskaičiuokite įvykio (0: 7(0) =1) teorinę tikimybę ir palyginkite ją 
su santykiniu dažniu. 


5. Tarkime, kad k-tojo elemento ilgaamžiškumas T, — E(A,). 

a) Modeliavimo metodu gaukite imtis iš eksponentinės generalinės aibės 
E(J,)(k=1,2,3) ,kai A, =1, A> =2, 45 =3ir imties tūris 2 = 10. 

b) Remdamiesi gautomis imtimis, sudarykite nuosekliai sujungtų trijų 
elementų sistemos ilgaamžiškumo empirinį skirstinį. 

c) Apskaičiuokite sistemos ilgaamžiškumo teorinį ir empirinį vidurkį. 

6. Kaip pasikeis empirinis vidurkis, moda, mediana ir dispersija, jei imties 
elementus padauginsime iš skaičiaus a? 


7. Momentų ir didžiausiojo tikėtinumo metodais įvertinkite skirstinių 
parametrus, kai: 

a) X - P()); 

b) X tankis yra eksponentinis: p(x)=e“" 

2 
= X > 0 
(M+x) 


* x2a,; 


<) X tankis yra Pareto tankis: p(x)= 


d) X- G(p). 

Ar gauti įverčiai yra nepaslinktieji, suderintieji ir efektyvieji? b) atveju 
parametro a įverčiu imdami statistiką ge min(X,,..., X,), įrodykite, kad 
įvertis a yra paslinktasis ir suderintasis. 

8. Tarkime, kad imtis (X,, X;,..., X,) yra iš tolygiosios generalinės 
aibės T(0, 1). Įrodykite, kad: 

i AA 2 de ao 

a) statistika m = JPG, 2 X,)+min(X,,..., X„)) yra suderintasis ir 
nepaslinktasis teorinio vidurkio m = MX įvertis; 


A 
b) statistika m yra efektyvesnis už empirinį vidurkį teorinio vidurkio m 
įvertis. 
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9. Iš didelės elektros lempučių siuntos atrinkta 100 lempučių. Remiantis 
šia imtimi, apskaičiuota, kad vidutinė lemputės degimo trukmė lygi 1000 
valandų. Su 9596 pasikliovimo tikimybe apskaičiuokite visos siuntos vidutinės 
lemputės degimo trukmės pasikliautinąjį intervalą, kai: 

a) lemputės degimo trukmės standartas lygus 6 = 40 h; 

b) lemputės degimo trukmės standartas nežinomas, bet imties bazėje 
įvertintas empiriniu standartu s = 36 h. 


10. Iš normaliosios generalinės aibės sudaryta suapvalintų reikšmių imtis: 








Su pasikliovimo tikimybe 1— 0 = 0,99 įvertinkite nežinomus parametrus 


mir 67. 


11. Koks turi būti mažiausias imties tūris, kad su 0,95 pasikliovimo 
tikimybe normaliosios generalinės aibės vidurkio m įverčio empiriniu vidurkiu 
X tikslumas būtų 0,27 Generalinės aibės standartas lygus 1,5. 


12. Atlikta 100 nepriklausomų eksperimentų, kurių metu įvykis A įvyko 
80 kartų. Su 0,9 pasikliovimo tikimybe įvertinkite įvykio 4 teorinę tikimybę 
P(4). 


13. Nustatant lėktuvo didžiausio greičio X vidurkį ir vidutinį kvadratinį 
nuokrypį, eksperimentas kartotas 20 kartų. Gautos tokios empirinės charak- 
teristikos: X = 550 m/s ir 5 = 8 m/s. Raskite: 

a) vidurkio m ir standarto G pasikliautinuosius intervalus, kai 1—04 = 
= (9; 

b) tikimybes, su kuriomis galima teigti, kad, apibrėžiant m ir G, abso- 
liučiosios paklaidos reikšmė bus ne didesnė kaip 2 m/s. 


14. Iš normaliosios generalinės aibės N(1, 2) generuokite 10 imčių po 25 
variantus. Kiekvienos imties bazėje sudarykite vidurkio 77 pasikliautinąjį in- 
tervalą, kai: 

a) standartas G yra žinomas: G = 2; 

b) G nėra žinomas, bet įvertintas imties duomenų bazėje. 

Pasikliovimo tikimybė 1 — G = 0,95. Kuri intervalų dalis padengs 
parametrą m = 1? 
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15. Eksperimentą kartojant 20 kartų, nustatyta, kad vidutinė kondensato- 


riaus talpa x = 10 uF , o empirinis standartas S = 0,5 uF. Raskite vidurkio ir 
dispersijos pasikliautinuosius intervalus, kai pasikliovimo tikimybė 1 — 0 = 0,9. 


16. Pirsonui metant monetą 24 000 kartų, herbas atvirto 12 012 kartų. Ar 


šie duomenys suderinami su hipoteze Ho, kad moneta buvo simetriška? Reikš- 
mingumo lygmuo 4 = 0,01. 


17. Išmatuota 100 vienarūšių tranzistorių varža R (k62). Matavimo 
duomenys sugrupuoti ir pateikti lentelėje: 











a) Apskaičiuokite empirinį vidurkį R ir standartą s. 
b) Nubraižykite santykinių dažnių histogramą. 
c) Patikrinkite hipotezę Zg: F(x)= D(x, R,s),kai 04 = 0,05. 


d) Patikrinkite hipotezę H4;: teorinis vidurkis m = R + I, kai alternatyva 
mzR+l. 


e) Užrašykite m ir 6 pasikliautinuosius intervalus, kai 1 — 04 = 0,95. 


18. Iš generalinės aibės atrinkta paprastoji imtis (X;, X;,..., X4p ), kurioje 
0<x; <l,kaii=1,10, 

I<x; <2,kai/= 11,24, 

2< x, <3,kai i = 25,38, 

3< x; <4,kai i = 39,40. 


Su 4 = 0,05 reikšmingumo lygmeniu patikrinkite neparametrinę hipotezę 


Hg: generalinės aibės skirstinio pasiskirstymo funkcija 


0,kai x<0, 

o | 

* kai0<x<!I, 
6 


Fj(x)= Žas(a- 1, kail<x€3, 


2 
ka ika 
6 3 3 


1, kai x > 4. 
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19. Tiriant prietaiso ilgaamžiškumą, matavimo paklaidas ir studentų ūgį, 
iš trijų generalinių aibių sudarytos paprastosios imtys. Sugrupuokite duomenis, 
apskaičiuokite empirinį vidurkį ir empirinę dispersiją, nubraižykite santykinių 
dažnių histogramas, pateikite hipotezę apie teorinius skirstinius, įvertinkite 
skirstinių parametrus, užrašykite empirinį ir teorinį tankį, patikrinkite nepa- 
rametrinę hipotezę su reikšmingumo lygmeniu 04 = 0,05; 6 = 0,01. Imtys 
pateikiamos lentelėje: 


| Nr. | X | Y | Z| | Nr.) X | 0 


2,01 | 1,84 | 0,09 0,50 | 1,66 | 1,90 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7! 
8 
9 





1,80 | 1,70 | 0,12 | 66 |-044 | 1,78 | 0,13 
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20. Tiriant dviejų firmų rentabilumą, gauti tokie duomenys (tūkstančiais 
litų per mėnesį): 








Laikydami, kad abi imtys yra iš normaliosios generalinės aibės, patikrin- 
kite hipotezes: 

a) abiejų firmų rentabilumas vienodas; 

b) firmos B rentabilumas didesnis negu 4. 

Reikšmingumo lygmuo 4 = 0,1. 


PRIEDAI 


1 lentelė. Normaliojo skirstinio funkcijų Ę(x) ir D(x) reikšmės 
0(x)=—>—e 7, 6(-x)=9(5), ec) 
a 


Č(x)= e Ža Ė(-x)=1-06(x). 


i 0 x 








0,3970 | 0,3521 
3965 | | 3503 
3961 | | 3485 


3956 | | 3467 
3951 | | 3448 
3945 | | 3429 
3939 | | 3410 
3932 | 3391 
3925 | 3372 
3918 | 3352 
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0,70 


0,80 







0,2661 
2637 
2613 
2589 
2565 
254] 
2516 
2492 
2468 
2444 








0,2420 
2396 
2371 
2347 
2323 
2299 
2275 
2251 
2227 
2203 





0,1942 
1919 
1895 
1872 
1849 
1826 
1804 
1881 
1858 
1836 


0,1714 
1691 
1669 
1647 
1626 
1604 
1582 
1561 
1539 
1518 


0,1497 
1476 
1456 

1435 

1415 

1394 

1374 

1354 

1334 

1315 






































9015 


0,9032 
9049 
8066 
9082 
9099 
9115 
9131 
9147 
9162 
9177 


0,9192 
9207 
9222 
9236 
9251 
9265 
9279 
9292 
9306 














0 [60 | > 1980 [90 | + 0 [60 | 











Normaliojo skirstinio N(0,1) kvantiliai z,: 


O(z,)= P, 


TTT To o Tas 


Ta ee es Toe [anas [ass [ao [ai 
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2lentelė. Stjudento skirstinio kvantiliai /,(2) 


Pr,(X) 
t, (n) 


p=P(T, <!p(m)= | pr. (dx 


--o 


12,706 31,821 63,657 
4,303 6,965 9,925 
3,182 4,541 5,841 
2,776 3,747 4,604 
2,571 3,365 4,032 
2,447 3,143 3,707 
2,365 2,998 3,499 
2,306 2,896 3,355 
2,262 2,821 3,250 
2,228 2,764 3,169 


2,201 2,718 3,106 
2,179 2,681 3,055 
2,160 2,650 3,012 
2,145 2,624 2,977 
2,131 2,602 2,947 
2,120 2,583 2,921 
2,110 2,567 2,898 
2,101 2,552 2,878 
2,093 2,539 2,861 
2,086 2,528 2,845 





2,080 2,518 2,831 
2,074 2,508 2,819 
2,069 2,500 2,807 
2,064 2,492 2,797 
2,060 2,485 2,787 
2,056 2479 2,779 
2,052 2,473 2,771 
2,048 2,467 2,763 
2,045 2,462 2,756 
2,042 2,457 2,750 


2,021 2,423 2,704 
2,000 2,390 2,660 
1,980 . 2,358 2,617 
1,960 2,326 2,576 
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ELN- 





3lentelė. x“ skirstinio kvantiliai x, (7) 


Xp (Nn) 
D= PO <X50m))= | Dya (xd 
0 



























































0,0*393 0,0*157 0,0*982 0,0*393 
0,0100 0,0201 0,0506 0,103 
0,0717 0,115 0,216 0,352 
0,207 0,297 0,484 0,711 
0,412 0,554 0,831 115 
0,676 0,872 1,24 1,64 
0,989 1,24 1,69 2,17 
1,34 1,65 2,18 2,73 
1,73 2,09 2,70 3,33 
2,16 2,56 3,25 3,94 
2,60 3,05 3,82 4,57 
3,07 3,57 4,40 5,23 
3,57 4,11 5,01 5,89 
4,07 4,66 5,63 6,57 
4,60 5,23 6,26 7,26 
5,14 5,81 6,91 7,96 
5,70 6,41 7,56 8,67 
6,26 7,01 8,23 9,39 
6,84 7,63 8,91 10,1 
7,43 8,26 9,59 10,9 
8,03 8,90 10,3 11,6 
8,64 9,54 11,0 12,3 
9,26 10,2 1157 13,1 
9,89 10,9 12,4 13,8 
10,5 11,5 13,1 14,6 











Py2 (x) 




















0,0158 
0,211 
0,584 

1,06 

1,61 


2,20 
2,83 
3,49 
4,17 
4,87 


5,58 
6,30 
7,04 
7,79 
8,55 


931 
10,1 
10,9 
11,7 
12,4 


13,2 
14,0 
14,8 
15;7 
16,5 










AS 





8,15 
9,03 
9,93 
10,8 
11,7 


12,6 
13,5 
14,4 
15,4 
16,3 


17,2 
18,1 
19,0 
19,9 
20,9 
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0,995 0,999 
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i --—— 1-1 6 
p= 0,9 


1 
2 
3 
4 


„M a: Aa A 








4lentelė. Fišerio skirstinio kvantiliai F,(n,, n>) 


p= PF, 


39,86 
8,53 
5,54 
4,54 


4,06 
3,78 
3,59 
3,46 


3,36 
3,29 
3,23 
3,18 


3,14 
3,10 
3,07 
3,05 


3,03 
3,01 
2,99 
2,97 


2,96 
2,95 
2,94 
2,93 


49,50 
9,00 
5,46 
4,32 


3,78 
3,46 
3,26 
3,11 


3,01 
2,92 
2,86 
2,81 


2,76 
2,73 
2,70 
2,67 


2,64 
2,62 
2,61 
2,59 


2,57 
2,56 
2,55 
2,54 


53,59 
9,16 
5,39 
4,19 


3,62 
3,29 
3,07 
2,92 


2,81 
2,73 
2,66 
2,61 


2,56 
2,52 
2,49 
2,46 


2,44 
242 
2,40 
2,38 


2,36 
2,35 
2,34 
2,33 


„< Fplų,n)))= 





PAX) 
Fp(nj,n;) 
Įpro)dx 
0 
0 F, 
7 8 9 
55,83 57,24 58,20 58,91 59,44 59,86 
9,24 9,29 9,33 9,35 9,37 9,38 
5,34 5,31 5,28 5,27 5,25 5,24 
411 4,05 4,01 3,98 3,95 3,94 
3,52 3,45 3,40 3,37 3,34 3,32 
3,18 3,11 3,05 3,01 2,98 2,96 
2,96 2,88 2,83 2,78 2,75 2,72 
2,81 2,73 2,67 2,62 2,59 2,56 
2,69 2,61 2,55 2,51 2,47 2,44 
2,61 2,52 2,46 2,41 2,38 2,35 
2,54 2,45 2,39 2,34 2,30 2,27 
2,48 2,39 2,33 2,28 2,24 2,21 
2,43 2,35 2,28 2,23 2,20 2,16 
2,39 231 2,24 2,19 2,15 2,12 
2,36 2,27 2,21 2,16 2,12 2,09 
2,33 2,24 2,18 2,13 2,09 2,06 
2,31 2,22 2,15 2,10 2,06 2,03 
2,29 2,20 2,13 2,08 2,04 2,00 
2,27 2,18 2,11 2,06 2,02 1,98 
225 2,16 2,09 2,04 2,00 1,96 
2,23 2,14 2,08 2,02 1,98 1,95 
222 2,13 2,06 2,01 1,97 1,93 
2,21 2,11 2,05 1,99 1,95 1,92 
2,19 2,10 2,04 1,98 1,94 1,91 
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61,74 
9,44 
5,18 
3,84 


3,21 
2,84 
2,59 
2,42 


2,30 
2,20 
2,12 
2,06 


2,01 
1,96 
1,92 
1,89 


1,86 
1,84 
1,81 
1,79 


62,00 
9,45 
5,18 
3,83 


3,19 
2,82 
2,58 
2,40 


2,28 
2,18 
2,10 
2,04 





1,98 
1,94 
1,90 
1,87 


1,84 
1,81 
1,79 
1,77 


62,26 
9,46 
3,17 
3,82 


3,17 
2,80 
2,56 
2,38 


2,25 
2,16 
2,08 
2,01 


1,96 
1,91 
1,87 
1,84 


1,81 
1,78 
1,76 
1,74 
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2,79 
2,69 





245,9 
19,43 
8,70 
5,86 


4,62 
3,94 
3,31 
3,22 


3,01 
2,85 
2,72 
2,62 
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5lentelė. Atsitiktiniai skaičiai 





DALYKINĖ RODYKLĖ 


A 


Algebra -15 
Apibrėžimas 
aksiominis tikimybės — 18 
geometrinis tikimybės — 24 
klasikinis tikimybės - 21 
Atsitiktiniai dydžiai 
nekoreliuotieji —- 144 
nepriklausomieji - 97 
Atsitiktinis dydis 
absoliučiai tolydus — 72 
binominis — 175 
daugiamatis - 81 
diskretusis — 68 
eksponentinis - 200 
normalusis — 189 
Puasono - 181 
tolygusis - 204 


D 
Dėsnis 
didžiųjų skaičių - 217 
stiprusis didžiųjų skaičių - 221 
Dispersija 


E 
Eksperimentai 
Bernulio - 46 


nepriklausomieji — 45 
Entropija - 156 
Erdvė 
būsenų - 240 
elementariųjų įvykių — 11 
tikimybinė — 19 


F 
Formulė 
Bejeso — 40 
Bernulio — 47 


Erlango - 258 

Kolmogovo ir Čepmeno - 253 
pilnosios tikimybės — 38 
Stirlingo — 180 


Funkcija 
charakteristinė — 166 
didžiausiojo tikėtinumo — 283 
koreliacinė — 242 
pasiskirstymo — 62 
empirinė — — 272 
marginalioji - — 84 


G 


Grandinė 
Markovo - 251 
ergodinė — - 256 
tolydaus laiko — - 252 


H 


Hipotezė 
alternatyvioji - 295 
neparametrinė — 306 
nulinė - 294 
parametrinė - 294 
statistinė — 294 
sudėtingoji -294 

Histograma - 274 


I 


Imtis 
atsitiktinė — 269 
paprastoji —- 271 
reprezentatyvioji — 269 
Intervalas 
pasikliautinasis — 286 
Įvertis 
didžiausiojo tikėtinumo — 284 
efektyvusis — 279 
nepaslinktasis - 278 
suderintasis — 277 
Įvykiai 
nepriklausomieji — 42 
nesutaikomieji — 14 
vienodai galimi — 21 
Įvykis 
atsitiktinis — 15 
būtinasis — 13 


elementarusis - 11 
negalimasis — 12 
priešingasis — 14 


K 


Klaida 
antrosios rūšies — 296 
pirmosios rūšies — 295 
Koeficientas 
asimetrijos — 133 
koreliacijos — 145 
Konvergavimas 
beveik tikrai — 216 
pagal pasiskirstymą - 216 
pagal tikimybę - 215 
vidurkine kvadratine pras 
me-216 
Kovariacija - 144 
Kriterijus 
chi kvadratų - 306 
Kolmogorovo - 310 
Kvantilis -128 


L 


Lygtis 
Kolmogorovo ir Čepmeno - 253 


M 


Matrica 
koreliacinė — 145 
perėjimo tikimybių — 253 
stochastinė — 253 
Mediana - 128 
Metodas 
didžiausiojo tikėtinumo - 284 
momentų — 282 
Monte Karlo — 227 
Moda - 128 
Momentas 
centrinis — 133 
empirinis — 275 
pradinis — 132 


N 


Nelygybė 
Cebyšovo — 137 
Rao ir Kramerio - 281 


P 


Procesas 
atsitiktinis — 239 
Brauno - 251 


dauginimosi ir nykimo - 254 
homogeninis - 248, 253 
Markovo - 251 
Puasono - 248 
stacionarusis — 244 
Vynerio - 251 

Pusinvariantis — 169 


R 
Regresija — 150 
S 
Sąsūka - 115 
Seka 


atsitiktinė — 215 
variacinė - 271 
Skirstinys 
binominis — 175 
chi kvadratų — 151 
eksponentinis — 200 
Fišerio —- 209 
gama - 198 
geometrinis - 187 
Koši - 67 
Laplaso - 134 
normalusis — 189 
Puasono - 181 
Stjudento — 208 
tolygusis — 204 
Sritis 
kritinė - 306 


T 


Tankis 
spektrinis — 246 
tikimybių — 72 

Teorema 
Bejeso —- 40 
centrinė ribinė — 222 
Liapunovo - 225 
Puasono - 183 
tikimybių daugybos — 36 
tikimybių sudėties — 29 


Tikimybė 
pasikliovimo - 286 
perėjimo — 252 
sąlyginė — 33 
statistinė — 16 
Vv 
Vidurkis 
atsitiktinio dydžio — 122 
empirinis — 271 
sąlyginis — 148 
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